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PREDGOVOR

Ova zbirka zadataka je namijenjena udenicima drugog razreda srednjih
tkola. Zadaci su birani tako da pokrivaju oblasti koje se kod pas izudavaju u
drugom razredu skotro svib tipova ovih §kola. Namjera nam je da zadaci svojom
tezinom zadovolje interesovania i zahtjeve svih uCenika. Poletni zadaci u svakom
poglaviju su jednostavni i zahtijevaju samo neposredno racunanje, uvritavanje |
slitno, a zatim slijede zadaci koji traze neSto vece napore i na kraju su zadaci za
&ije uspjesno rjeSavanje je potrebno kako obuhvatnije poznavanje odredene oblasti,
tako ¥ odreden stepen uvjeZbanosti. Mada je tefko zadatke rangirati po tezZini (zbog
velikog broja vrsia srednjih Skole 1 razlika u programima matematike), v zbirci su
“teZi” zadaci, po mojoj procjeni, oznadeni zvjezdicom pored oznake broja zadatka.

Zadaci su navedeni u prvom dijelu zbirke, a u drogom dijelu data su
rje§enja, upute il samo rezultati. Za veliki broj zadataka u zbirci je datoe kompletino
riefenje. To se posebno odnosi na “teze” zadatke. Za pojedine zadatke date su
samo upute u cilju usmjeravanja paznie rjesavatelja.

Na pocetku svakog poglavija navedene su osnovne formule, definicije,
teoreme i tabele kako bi se olak3alo koridtenje zbirke i omogutilo rjesavanje
zadataka i bez drugih udzbenika i prirugrika.

UJ oblasti logaritmi i logaritarnska funkcija i trigonometrija, kada treba
odrediti logaritam datog broja, prirodnu vrijednost trigonometrijske funkcije nekog
broja (ugla), ili broj ake mu je poznat logaritam, ili broj (ugao) kada je pozpata
vrijednost trigonometrijske funkcije, preporuduje se upotreba kalkulatora koji
raspolaze sa odgovarajuéim funkeijama. Naravno, i dalje se meZe koristiti |
priruénik “logaritamske tablice™, ali bi koristenje kaikulatera dalo poseban pecat .
pri rieavanju odgovarajucih zadataka.

Nadam se da ée Zbirka biti od koristi ugenicima koji traze nejto vile od
onoga §to nalaze v samim udZbenicima matematike za drugi razred, i omoguciti
kompietno utvrdivanje, ponavljanje i samostalno viezbanje.

Kako se trigonometrija izu¢ava u drugom i tre¢em razredu srednje skole,
ovom zbirkom je obuhvacen samo dio do adicionih teorema.

Na kraju Zelim posebnu zahvalnost izraziti recenzentima koji su svojim
nrimiedbama 1 prijedlozima uticalt na pobolifanie kvaliteta zbirke.



1. STEPENI (POTENCIJE) i KORIJENI

Osnovne formule i definiciie:
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Za a=0, b>0 i -proiivoljan prirodan broj n vrijedi:
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a* =Na", (n=0) ; Wab=va-xb . %k
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Za a<0, b<0 i paran prirédan broj n (n=2k, ke N ) vr jedi:
_ P e ,\[lai
2ab = .nrl;_ : ' o Tl
v _\/J—’;[ Y | | s '\/l-b‘l

Ako e n nepaian broj (n=2k+1, ke W ), a1 b realni brdéjevi, vrijedi:

Jab=vaAF . 49=Y0 g

b Ab

S o2l e moo
Ako sum incijeli brojevi 1 =0, tada vrijedi: ¥a ™" =4 ]a] .




1.1. STEPENI SA PRIRODNIM IZLOZIOCEM (EKSPONENTOM)

Izratunati viijednost stepena: .
l.ia) 2° b) 57 o) (7 )10’ 124 2° B (2 )3 o) -5
13.) (- 1) b) ("10)' 9 57 @ 2% 14a) (DP+ DD
by (27 + (-2 +2)' o) 201+ 42 (1)

s3] ] a5 e[

16a) (D3 4) DR ) D) D

Redumraj 1zraz (izvriavajuci operacaje sa siicmm monomlma)
1.7.8) __§a_ 587448 ﬂa 1] 3x* %Sa -da’+3x* <) Tx5-5x +4x5-3x°
&) 11x7-13x #10x° 5% e) -2x*+5a%da’+3x> f sa*-2a’+6a’-2a"
1.8.a) 4a’+3a-5a"+a’ -2a +7a° b) 1ia* -11a’ +5a-7a +5a° -4a”
) at +1 1a“'+51'a4_-7a2 +5a-52° d) 3a’+11a°-a" +2a° +3a° -8a° +4

Pomnozm stepene:

1.9.a) 4*4° b) 3'%3° ) 77 dy 22"
1.10.2) 55 §: b} 3*‘ -3 e) TP d) 27 24
3 2
(2[4 (27 o[2)2] o VAR
5 3 5 2 ) L 2) 2
f12.a 2027 22 by 4.4° 46 ¢y ataall d) bbbt
Odledl koi;cmke stepena )
i.13.2) 848 | b) 10':10'" ¢y a'*a'l d@ b'p?
~ 4* 510 . 10 : B 20 N2, A
Li42) S5 b —35? 9 ST B e 145 %‘? b) i-gm o) %K &) 7
' izr'aéunati?vrijedncst izraza (stepenuj stepen):
Liew 25 b)Y o (% @ (1Y
117.2) (35° b)) (3P O ICT ) (G117
L18a) () ¢ by @)” ¢) &) d)
L1ga) @Y by Y o Y b M
120.a) [(@3)°] . by [(b+1)'] o 57 @ D

1.21.  Izeaunati vrijednost izraza x°-2x"+16, za x=0 i za x=1.

1.22.  Jzratunati vrijednost izraza  Sy’-2y* +3y-11,7za y=0 i za y=-I.
1.23.  1zradunati fvrijednos‘{ izraza  5x%-2% +6%-2 ,Za Xe==-2,

1.24.  izraGunativrijednost izraza 6a’+3a’-8a" +4,za a=-1.

1.25. IzraCunati ’ifrijednost‘izraza 2ax’ -2’ +3ax+ 10 .za a=-1, x=2.

1.26.% Odrediti vrijednost izraia: :

2 2
a*.—ab 2a b-1 b 2
~ q1- - 73 a=—0, b=012
(azb-i—bz' 5 —ab® +a*h—a* 1 ( a a* } “ 5

Izvrsiti naznadene operacije:

1272y D b @)5EHT o OO d (D00 X
128 ()% (x)? by (a3)6:(a4)’ c) (x"‘>4 :(x"’f 4 5)° (x)
1.29.2) a*a™a® by ala’at &) xMax'ixb Cod)y xhaMM
1.30.8) a™a™a™" by a™ata®™ o) xx'mx™ d) (a"+a™)a'
1_31.3} amxn azmzxmﬂ b} amﬂynﬂ an‘H—lyn+5 C) Xllml o4 Xml
1.32.8) a% (@ +a™)- 2™ a") b) £"(x™x™) + X
133.2) a’ +2ab b) x! -—ia’.ﬁ o b5k x*

a x° b
1.34.a) 5%2° C by 4527 c) 50°-2° 4 2°.5°

3 3 2 32 3 3
ol 5] o E G o5 ](F

s, (2 7) 19 MEETH

1.36.a) 18%:9° by 20%:5° ¢) 12548 dy 33%11°
1.37.a) () (ah* (a)w by (x-a)" " {xea) ™ ¢) a¥ ™
1 %8 a) a”m.’; ( Ixtl, ) b) (aHB): (aS)Zx-l_an-B C) (_xn)Zn:(_xn)er-i
1.39.a) (ax"“+8x’“) x“**“ B @-b™: @b o) (2P b (a"+b")

Dati izraz napisati u obliku stepena sa izloZiocem x:
1.40.a) 30%5%6" by 10%5%2 cy 20%4%5°

1.41.  lzraCunati vrijednost datog izraza:

257 —g.5" 5.7 197} 10(8Y —5.8%)
a) 5510 b) 716 4 5 =15 <) g3 w2-8_54
2 n 311 . nm:-}. e NES 5 N \7
Lazay 2307 b 10 ( ; 2") o U (10" -23 10 )
19.27 62" 43.0" 100° —66-10'
Izvriiti naznacene operacije 1 uprostiti 1zraz:
2e 4 4 T4 3 : 272 3 ,4
1.43.2) cd” 4a’b” 15bc b) 4da’b” 27T x )

3ab  5c*d’ 8a’d? 9x*y* 8a® b*

7 3 _ 3 2 g2 2 " 1 IR
1.44.2) mtny (n—m| r:z1 b B (9)5 {2a+1Y [2a-1

a+b a—b nz“wn?' L a” -~1 3x-1 3x+1
145 (mnp )4_ min?\? [ a’btec _ a*bic? Y
o a+bj "\ a’b’ L mp® ) L m*p’®




1.2.  STEPENI SA CLJELIM IZLOZIOCEM (EKSPONENTOM)

Izratunati vrijednosti stepena: C
1.46.) 5° by 335° o) 43 ) -8°
1.47.8) -(-2)° by (475+1257-4,123)°  c) -(2000-45,11+887,23)°
1.48.a) 37 b) 47 ¢ 107 dy (1)

3y 4y gy aY'
] el ek
Ayt 5\ a vt m Y7
o (7 w3 o2 w2
3

1.51.a) . (0,17 by -0.2 I R W N

U sliededim zadacima sve izraze napisati u obliku u kojem neée sadrZavati

u eksponentu nulu ili negativan broj:
)

1522y 57-a7-¢™  b) (1?z+n)0 A — n)*z ¢y 7T a b7

7 207 4a b 8x b
1.53.8) = b) - ) d)

a’ b Ta< bt _ dx b0

54x7y e 197 rp3r L ey
|54a) S~ by 24P g

4257y 237 g R 187" ™"

lzve§iti naznaCene operacije sa stepenima: ‘ .
1.55.a) 57's° b) a’a’a’ oy whatat Ay xxUxT
1.56.2) a'w’ by aia” ¢y x7xt dy x
[.57.0) (372 (327 b (6749.47% (4“17?63) ) (5ng-‘np"3_}(%5'jmfg'zp-‘)
1.58.a) (22 b):(27a"b7) b) (xey)yly-xy' @) (Sa'b)ahve) ;
[59.) (& +b7")’ b) (T y ) o) ey ey ey
160.a) (2x=DEX 22741 by (8x7 27y )(dx 46y 9y

lzracunaii:
r

sl ey s (= 4”. ©T
1.61.) |64 =~ b =] -2 o (WL? ~2
16 ) | L'% 4 | 87-2" |

; 0 o - 5 —7 . —&
1.62.a) mn ka—ﬂm (m—m}"3 b) ] [ g .{a 1
mi=n | (m+n)” 1+a i—a a+ 1

T W R O . ,

1.63.a) |m—(i—m/] " oem=2)+m® D A PR A o
B S a’”—b"
cm =]

Uprostiti izraze:

- at+b ¢

—1 . .} ; —1
Lase Ao tlrel Joo (e
a”t—{b+c) b*4c”—a

al+b7 3 .:2“1.4-?9“§ v b“‘,_é;'l
1.66.% " ( = - ] +( - } - (20,b 3

P
a kb

A 207 43

—1

.¥64* 3ab-(ﬁw¢i_il_ a-a™ + b -1p" wlc+1)e™

Oax—b).

—x v % X LDy % . | .
1.67.% Q{a ~;a ] m( a7 } +(a—x+1ch+a‘“’+lﬁ,(¢>0,a¢l,x;ﬁ0).

-1

——a
e . 1
1.68.% lzracunati vrijednost izraza 2 = z{
4~
A
_ !
Za aw
2

13.. KORIJENLARITMETICKI

Izradunati vrijednosti aritmeti¢kil korijena;

169.3) /36 by /256 o AR’

1.70.4) /64 by V1024 o /576

1 71a) /225 by /625 o) 481
172.8) 13 —12° by 113% 1122 o
1.73.8) 217 + 282 by A/52° +35° c)

~Z2a" =11,
A B
3 _ :

KORIJEN

o V3

Za koiu Vri_jedslost varijable x e dati korijen aritmeticki:

1.74a) ~fx+2 by 5+ x c)
L75a) ~2x-8 by /6 —3x <)
1.76.8)  ~/5~10x by /10 + 20 x c)

1.77.2) &7~ 2x by ¥5x -1 &)

Izradunati vrijednosti aritmetidkil Kofijena:

1.78.) /289 b) 3600 o)
1.79.2) Ve B JCa) c)

NZTET

x[l_l.a -1
Ve ey
0,81




1.80.a)
1.81.a)

1.82.a)
1.83.2)

1.84.2)
1.85.1)

1.86.a}
1.87.a)
1.88.a;

1.89.a)
£.90.2)
191
1.92.a)

1.93.a)
1.94.a}
1.95.a)
196.2)
1.97.a)

1.98.a)
1.99.&}

Uprostili date izraze:

Ja-3) ,zaaz3,

(5—-x);2 ,Za x 25,

) \i{a~3)2 . a4 SS.

b) y(2x-1§",zax<8.

Napamet odrediti vrijednosti kotijena:

c) ('x%l)2 ,Zax<m1.;

¢) lx+ 3)2 L2 X <=3..

V925 b) 3664100 ) +/81-625.0,0001
+16-225 b) /0,01-441-256 c} «10000-121.9
Iznijeti faktor ispred korijena:
NET b VI8 ¢y 32 &) 45
J72 b V128 o) 75 dy 3128
Ezv!aceﬂjem faktora 1spred korijena djelimino izralunati:
V27a® by V75%° ¢ V28a°h°  d) V204°B7
V722" b) Viea's® o Vs4a "
\l(aMS);z by (x 1) ¢y Va"h"
liJnijeti faktor bod korijen: _
52 by 2~/7 ) 345 & 4+/3
sy/2 by 433 o) 243 4 382
a-\/a— ! by x-+/5x c) b’\ﬁ; dy 26{'\/3‘“-
at N2 by a7 /2 o $*A2 ) 3p-Ab
:Sabiranjem i pduzimanjem i{e:.'_ijeﬂa lzratunaj: o
247 +54/7 b) 742 +114/2 c) 235 ~8~/5
- 23 1143 b)) 3224502 32 4112 - 2542

53 =5 443 245
243 + 43 =543 + 843
543 4343 - 243 - 43

I7vr31t1 dielimino kOE‘jBﬂOV&FI_]E’: i izratunati:

V’]é 25 64
\/ 27 \,f 75

b) HIT +
C by 1245 # 4-3/5 + 54/5 - 245
by 43/5 + 24/5 - 54/5 - /5

by /100 8149
by 2412 - 478

2£+@J§—9ﬁ

¢) /256 -4-36
Q) 3478 + 5+/327

—t

1.100.2) 2+/27 +/75 ~+/38
1.101.2) 28 — 7+/20 +114/44
1.102.a)

by - 54/0,01 + 240,08 —108/0,000081

by 45 -

24/80 + 4/125
b) 218 + /50 - 2«/—— J"
3418 + /200 — /45 + 2420 - /49

Y40 - 34/80 + 7424

1.103.a) /54 «3/108 - /135 b)

PoranoZi korijene koji imaju jednake izloZioce:
1.104.3) /S -~/6 b) 20 -3
1.105.2) N7 -~/5 by V623
1.106.2) 420 -4/2 by V2 8.3
1.107.2) 4245410 by ¥4-46 .42 .43

Progiri dati korijen navedenim brojem:

b) \fg, sa 2.
b V3a?l, sa 4

1.108.2) 42, sa 3.

1.1092) 247, sa 2.

o) VIT -6

&y V2 -5 10
6}3\[2_"\/21./—6—
o V2434515

Skrati dati korijen (ako je skracivanje mogude):

1.110.a) ¥4 b) 48 o) 316 4 %o

110 Va® by Va® o ¥at @ WkT
Dovesti korijene na zajednicki eksponent i zatim ih pomnoZiti:

112 V242 by V4 Y4 o) A48’z

1.113.2) 4/3-3/2 b) Va2 o) V243

1114 ¥Va® -4z b x W2xt o Vb -Ab

11152 va -Axt A2a v Jr Vst AT o Wa Ve WaT

Liea Vo W2 b Wa Vo et o Wt WS E

11178 Jx" AxT 4% b Vet V24055 Wsax

[zvr§iti naznadene operacije (mnoZenje) sa korijenima;

—

273
b W7-3v2) V5
- by (2\’?-1/5)2 - B

—

119.8) (W3+245) V6
1202 (V3+A5)

1&¢J13@

o L] 0) 0 L

3-4 V4 3

56
) (4«/5+\/r—)w/§
c) (5J§m2\/3_)2



1.121.a)
1.122.2)
1.123.a)

1

124.2)

1.125.)

1.

i
1

—t e e e

126.a)

127.8)
128.3)

.1258.a)

130.)

d3la

132.a)
133.2)

.134.a)

)

Jd35a)
136.a)
37.a)
138.2)
1398

148y

d)

141.a)
142.2)

143.2)

(212 =475)- 43 by
(50,02 ++/8 )2 b)
{a+6)-[5v2 - 2\/') b
W7+ V37 - 43) b)
Voun17 Jo-A17 b) :
W ++/5%1) (W =) b)

N TR
(ﬁ—«/@+%X§[§+V§) b}

Uprostiti date izraze:

+27 )43
)(2f J3)
5)- (i1 +45)
Ha—22
5 )
(Wi0 -45)- {10 +45)
(‘25+J_+\/‘X\/_'—-‘\/2—)

3{/&13 +ya® bt -{/aB & -pt b \fa-%bhj_lab -Jéz—&fw@
i _ i b) rm,/m2 + ~i—mé +a
a - \/;?w:% a .—!— \[;{TT m+ n22 +a

(V31 + (3 1)

B) (3«5 +~/5 ) + (\E —245 ):

Podijeli korijene i izvr¥i drage operacije:

NCENE) b) +/50:42
V405 b Vi6:32
NEYURNE] ey V&0:{1e
104032:24200 ) 3ab® a'b®
(12445 - 6420 ):34/5 b)
(e~ b):(a ~b) b)
V682 b) NEREIE)
V6:42 by ¥8:2
Ya* 3207 B Va7

S Ja b) W«/‘ :
(4\[?5—6%/:‘3‘)\5

C)' 5(!'-6 *

5

) Yaga' b Voa'h
(10-3/0.08 - ¥~ 10 ):3/10
(awb):(w/gi-\/};)

o V2.

o 4244

) ‘\/871{]/5;“

(F e ““FJ‘(- )

(512 -%7{4’.3\’{5)? CL'\/E

[\/Sa(’b) +ab¥8ath’

o oy |

1.144.2)

3jan+l i }a3n :Main

Stepenyj (potenciraj) slijedeée korijene:

1.145.3)

1.147.a). -

(
1.146.2) (
(
\

1.148.2) VV2
1.149.a) ‘\/«Tﬁ

1.152.8) Y242

)
V)
V)

Korjenui date korijenc, izvriavajuéi i druge operacije: -

b W5) o [itf

b (r) o (45

bl

b) j‘/ané-.% :%[anfi .\/a.Si&Bn

&) 4J§f

5
D _3-72515;;3)

b (') o (ot ) o (Vi)

b} % ¢) 4%
b %’\/ﬁ &) 4«/@

sz o Yans
by Va'Wa' o) {230

153.%) 9\/5\

+ 340312 — 2415727

Racionalifi nazivnik datog razlomka:

ay V12
d 3\;’%

o ot
) vz

&) Ysiad

g ah

1.154.2) % B) % o) %l
1.155.a) ;3— b) %Cg c) 2(;[;.
1.156.2) J;—1 b) «fl? &) J;_/iff
1.157.2) -ﬁfﬁ b {9‘} 2]}*‘/55
1.158.) gﬁjm;% b) 33{19‘/}
1.159.) % b) 3_1_255 ) %
1.160.a) .fs b) - 3@; ) i&:ﬁ@_

b} JZ\,’E\W |

s

Ln

!

2
&

ey
=

65
~2
VT A3
N10 445
ENCESN)
R

d} 100

d

=

o

V34
2

&

?

13



2 3 : 8 12
1.161.2) —— B) ——— &) —— )
32 -1 V241 V-1 RS
1162%2) e B) o 53 7—@-—
2443 +45 3442 -3 NN
izvrfs'avajuéi naznalene operacije, uprostiti date izraze:
2 2 2 .5 7
1.163.3) et . + -
T+4¥3  7-443 JIo+5 10-2 Yio
16hay —S ] 6 75 b V242 V2-1 4243
41 RN 2 2 V2-2 241 A2
2 - Aex - '
1.165.%a) ailvala’+] by VX I (-1<x51)
v +1 N R e
a v T 1 a—l—\fa —4 awx/a - } a\/a3~4
1.166.%a) S AL b) :
1;"2 I -i—"\/N %/“*i*i _Q/; Ja —4 . g+ \/a -4 4
1.167.% a- “/—H ‘/‘h/“ Ya Ja_) (az0b=0.a%b)
o aJ" 2ab bI—b+JcE}’ ComEmnT
Wq 2 .
a’h b P4b? 2Jab
1.168.* {‘\' ‘ k a ab )}- ‘\/;;_i—b . (ﬂ = {),]) = 0, a = b).

—_—

169 %) x/a-i—?,«:fc%] -é_—\/a—?_«/a—f b \/az +242a% -4 +vla1 —22u -4
: . 1
1.170. Izraéunati vrijednost izraza 4x +2x7-8x+7 za x = E(vﬁg + 1).
S g wfa+bx +f i’zx _ Zern
macunaﬂ Vl 1_]8 nost izraza r X=— -
_ \ﬁa—{—bx a-bx H1+nt)
.. . . At X - Zmn
1.172.* Qdredin avruednost 1ZVAZa pmmmmmeeeemwme | B X SR
: NHTEX X A+l
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2. HOMOTETIJA I SLICNOST

2.1. Kru#nica (kruZna linija) i krug. Centralni i periferijski ugao.
Tangente kruZnice. Tangentni i tetivni Cetverongao

2.1. Staje kruZiica? Sta je krug? Objasni pojmove radijus, tetiva, precnik.
2.2. Cime je odredena jedna kruznica?
2.3. Konstruisati kruznicu koja prolazi trima datim tackama A, B i C.
2.4. Konstruisati kruznicu datog radijusa r koja sadr¥i dvije date talke A { B.
2.5, Konstruisati kruznicu datog radijusa r kaja dodiruje datn pravu a u datoj
tatki A.
2.6. Konstruisati kruZnicu datog radijusa 1 koja dodiruje krake datog ugia.
2.7, Konstruisati klumscu datog radijusa r koja dodiruje dvije date kruZnice
zvana.
2.8. Data je prava. pi l\mzmca k(C, R}. Konstruisati tangentu t na datu kruZnicu
~ koja je paralelna sa pravom p.
2.9. Data je prava p i kruznica k(O, R). Konstruisati tangentu t na datu kruznicu -
’ koja je normalpa na pravu p.
.10. Data je prava p i kruZnica k{0, R). Konstruisati fangentu t na datu kruZnicu
koja sa pravowm p zaklapa datz ugao o.
A1, Data je kruznica k(Q, R) , tacka T na 1}}0_[ ima §<0Ja tatka A, Kﬂnsmusa‘ﬂ
kruznicu koja sadrzi tadku A i dodiruje datu kruznice v taéki T.
12. Koji fetverougac nazivamo tetivoi fetverougao?
3. Dokazati: Suprotni uglovi tetiviog ¢efverougla su suplementni.
14. Dokazati: Ake su suprotni uglovi nekog Eetverougla sup ememm tada je taj
15. Dokazati: Jednakokraki trapez je tetivni Cetverougao,
16. Jedan ugao pravougiog trougla je 35°. Pod kojim se uglom vide katete iz
centra opisane krufnice?
2.17. Dokazati: Ugao izmedu fetive i tangente u krajnjoj tacki tetive jednak je
periferijskom uglu nad tom tetivom,
2.18. Dati su duZ AB i ugao o Konstruisati skup taCaka u ravni iz kojih se data
' duZ vidi ;)od vglom o.
2.19. Dato je kruZnica k(O, R), prava p i ugao o. Na pravoj p odredltl fatku iz i(cue
se data KruZnica vidi pod uglom .
2.20. Konstruisati pravougli trougao ako mo je poznata hipotenuza i projekeija
jedne katete'na hipotenuzu, | -
2.21. Konstruisati pmvough trougao ako su date pmJekmje kateta na hlpotenum

I~

2

B R 2 1 1

1
7

2.22.
2.23.

2.24,
2.25.

2.26.
2.27.
2.28.

2.29.

2.30.

!\) S} [
[y) ('S (8]
-1 N un

P 1
[SH]

2.40.
2.41.
242,

2.44.

2.45.

Konstmisi trougao ako je poznato a, & 1 t, { stranica, suprotni ugao i
teZi¥nica koja odgovara tof stranici).

Konstroidi trougao ako je poznato ¢,y i tp -

Konstruisati trougao ako je poznato h,, t, i R (R je radijus opisane kruZnice).
Trougao ABC upisan je u kruznicuk, U talki B povudena je tangenta t.
Prava p, koja je paralelna sa tangentom t, sijede stranice AB i BC, redom, u
tatkama D i E. Dokazati da je &etverougao ACED tetivai.

Koji &etverougao nazivamo tangenini etverougao?

Keju duz nazivamo tangentna duZ tacke A u odnosu na kruznicu k 7
Dokazati: Tangentne duZi koje odgovaraju tagki P v odnosu na datu
kruznicu, jednake su.

Ako su a i b duZine kateta, ¢ duZina hlpoienuze i 7 radijus upisane kruZnice

. + b
pravouglog trougla ABC, dokazati da vrijedl: r= athre

Dokazati: Zbir dviju suprotnih stranica tangentnog &etverougla jednak je
zbiru drugih dviju stranica tog Cetverougia.

. Dokazati: Ako je zbir dviju suprotnih stranica nekog Eetverougla jednak

zbiru drugih dviju stranica tog Eetverougla, tada je taj fetverougao tangentni.

2. Dokazati: Kvadrat je tangentni etverougao.
. Dokazati: Deltoid je tangentni Eetverougao.
. Neka je ABCD tangentni fetverougao. Dokazati da se kruZnice upisane u

tronglove AABD 1 ABCD (nastale povialenjem dijagonale BD) dodiryju.

. Konstruisati kruZznicu koja dodiryje datu pravu i datu kruZnicu i to datu

kruZnicu u datoj tacki A.

. Konstruisati kruznicu koja dodiruje datu prava p i datu kruznicu k(O, 1) i to

datu pravu u datoj tacki A,

. Konstruisati kruznicu koja dodiruje dvije date kruznice i to jednu od njih u

datoj tacki A.
Tatkom A van kruznice k(O, r} konstruisati tangente na kruznicu.

. Koliko najvide zajednickih tangenti mogu imati dvije kruZnice? Kada dvije

kruinice imaju samo jednu zajednicku tangentu ?

Konstruisati unuiradnje tangente dviju kruznica koje se dodiruju izvana.
Kada dvije kruZznice nemaju zajedni¢kih tangenata 7

Konstruisati zajednicke vanjske tangente kruznica k(A, r) i k(B, R), ako je
centralno rastojanje kruZnica vece od zbira radijusa.

. Konstruisati zajednicke unutrasnje taawentc kruznica k(A, R) i k(B, 1),

ako je AB > R+r.

Dvije kruZnice k(O, R} 1 k(O 1) sijeku se u taCkama A i B. Dokazati da su
duzi AB | OO0 medusobno normalne.

Na dvije kruZnice k(O, R} 1 k{(C', 1) dodiruju se spolja povuene su
zajednitke tangente. Dokazati da je duZina odsjecka izmedu dodirnih tagaka
vanjske tangente jednaka duZini odsjecka unutrasnje tangente 1zmcdu

" vanjskih tangenti i svaki od 11311’1 je jednak 2R r .
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2.46. Tri kru¥nice radijusa a, bic { a> b > c} dodiruju se spolja (svaka svaku) i

svaka od njih dodiruje pravu p. Dokazati da vrijedi-- L :l + A :
M TS

2.47. Dokazati: Dvije jednake tetive kruZnice imaju jednaka centralna rastojanja.

2.48. Konstruisati kruZnicu ako Je pomata njena tetwa AB } perlfen}si«u ugae B
nad tom tetivom:

2.49. Konstruisati jednakokraki trougao k(}me je poznata osnovnca BC ingao-
0L nasuprot nje. : '

0. Konstruisati trougao u kome j je poznata stramca AB ugao “{1 visina h .

. Data je kruznica k(O, r) i tatka P. Konstrmsaﬂ poiam kruzmc,e u odnosu

na pol P.
2.52. Data je kruznica k(O, r) i nJena poiara p KOﬂStl‘UiSatl pol P

b2 1
<l L
=

2.2. Mjerenje duzi. Mjera dui. Zajednicka mjera (ZM} i na]veca zajedmcka
mjera (N?M) dvije duZi. Samjerijive i nesamjerljive dufZi

Definicife: 1) KaZemo da smo duZ a izmjerili jediniénom duZi e ako odredimo
pozitivan broj k tako da vrijedi a=k-e.
~2) Ako se dui e moZe prirodan broj puta ﬁ‘lni_](.‘ti na duZ a bez ostatka,

kaZemo da je e mjera duZi a.

3) DuZ e koja je mjera dviju duZi (2i b naziva se :?a;edmcl\a mjeta tih
dufZi i oznadava ZM(a, b)=e.

4) Vise duZi mogu biti zajednite mjere dviju duZi. Najveta du? koja je
mjera dviju datih duZi naziva se najveéa zajednicka mjera (NZM) tih duZi.

5) Ako dvije duZi imaju najveéu zajedniku mjeru, za njih kaZzemo da sun
samjerljive.

. Usluéaju kada duZi nemaju za;edmcku mgeru, kazemo da su nesamjerljive.

Odrediti radunski NZM datih dviju duZi:
253.4) a=2cmi b=Scem b)) a=4cmi b=6cm S a=10m i b=I5m
2.54.) a=16 mib=24m b} c=l3cmi d=3% cm <) m=1i0mi n=60m
2.35. Dokazati da su krak i osnovica jednakokrakog trougla sa uglom pri
vrhu od 36°, nesamjeriive duZi.
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2.3. Proporcionalnost duii, geometrijska proporcija, geametrljska sredma
dviju duZi, produzena proporcx;a Talesova teorema

Proporeija a b—b ¢ u kojoj se duZ b pejavlju.)e dva puta kao unutrasnji (ili vanjski)

¢lan naziva se neprekidna proporcija, a duz b se zove gcometnjska sredina duziaib.

Talesova teorema: Ako su transverzale a ib dvij Ju pravnh p ig koje se queku

paralelne, tada vrijedi:

a) DuZi koje odreduju transverzale na ;ednol pravoj, pr(}porc:ona!ne s
odgovarajuéim duZima na drugoj.

b} DuZi na transverzalama preporcwnalne su odgovarajuéim duiama na svakoj od

datih pravih p i g. : -

Ako su aibparalelne, tada vnjedl DuZinai polup{aVO} Op
nroparcionalng su ngovara;umm duzsma na
polupravoe} Cq.

I DuZi AC 1 BD proporcionaine su odgovarajudim
_ duZima na svakoj od polupravih Op i Og.

56. Duz AB cua je duZina 30 cm podijeljena je tdc¢kom C na d\‘l dijela, tako

T\)

daje AC=6cm, Oéledm odnose (razmjere): :
. AC AC CB AB
B - AB AB AC
A7 Dalisuduzi AB | CD samjerljive ako je njthov odnos:
y3 by 04 o) V5 dy 243
58. Cemu je jednak odnos katete’ nasuplot gl od 30° 1 hxpotenugt 7
59, Koliki je odnos tezisnice trougla i njenog vedeg dijela odredenog teZistem?
60. Kolikije odnos teZisnice povudene iz vrha pravog ugla i hipotenuze tog
trouglu
2.61. Kada za Setiri duzi kazemo da su proporcionalne?
2.62. Zadanu du¥ AB poditeli u omjeru 3:2.
2.63. Konstrukctjom odred: duZ x iz date proporcije:

[

SR

a) x:2=4:1  b) dix=2:1 c) 5:3=x:2 4 d) 8i5=3ux
2.64. Konstruisati duz x ako je: . : : .

a) (5-x)ix=7:5 B) (10-x):x=20:10 Do) (24%)x=82
2.65. Akosua i.b ,(b>a) dvije.date duZi, konstruisati duZ x ako vrijedi: '

a) (ax)x=ba b). x: (a-x}=ab _ B c} {a+x):x=ba

2.66. Datesutriduzia, b 1 . Odrediti radunski Setvrtu propormcmalu X

(x:a=b:cy ako je

Ca)y a=1, b=3, c=10 h) a=8, b=4, c=10 ) amlg?., b=4, ¢=30
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. 2.69. Datu duz AB podijeliti na tri jednaka dijela.

2 2
ac+c’ . a

_ i bd+dt b
2.68. IzraBunati geometrijsku sredinu G za dvije date duZi a i b-ako je.
L) a=9 b=l by a=8 b=2 - ¢) a=12, b=3 " d) a=2, b=t

2.67. Ako je %«: é—-, dékazaﬁ' da je

2.70. Datu duz MN podijeliti na Setiri jednaka dijela.
2.71. Datu duz CD podijeliti na 3est jednakih dijelova.

2.72. Podijeliti datu duz AB na tri dijela koji su u datom odnosu: o

a) 2:4:3 b} 1:2.3 ¢y 3:1:4 d) 5:2:2
2.73. Duz AB tafkom M podijeliti iznutra u omjeru (odnosu):

a) 4:3 C by 13 ¢y 32 dy 5:1
2.74. Datu duz AB, tatkom N podijeliti izvana u datom odnosu (omjeru):

a) 4:3 by 13 - : 032 dy 5:1

2.75. Odrediti teyiste trougla ABC Ciji je vrh A nepristupacan.

2.76. Odrediti sredidte stranice’ AB trougla ABC ako su'tatke A i B nepristupadne.

Date su duzi a, b i ¢, Konstruisati duz x ako je:’

' 4 5
2.77.8) x=§~a- b) ,a:::/;a c) xrga d} x:—%—a
a .
2.78.a) x = m by x=a b g) X = ab
4
2794y x=a’ by x = b? ) x=a b
Cad : ,
2.804) x = — by x = 2D o o be
b ¢ «

2.81. Data je duz AB. Na dL]Zi AR konstruisatii tacku C tako da je 2 AC=5CB.
2.82. Na dat{)_j dua AB odrediti taci\e M i N, (A-M-N-B) tako da je AM = 2MN

i MN 2NB.
2.83. Date-su duzi a, b, ¢ i d. Konstruisati duzi x i y ako vrijedi a: bic = dix: y
2.84, Neka su uolovt OCAB 1 OCD jednaki (S1.2.01.). B

a) Akoje BD:!, OB =71, OCMIO, naéi AC.

b} Ako je OC=CD, AC=6, AB=10, odrediti OC.
¢y Akoje. OC—"/ ODWZAC BD= =14, 0drediti OB.
d) Ako je OB =25, 0A=0D, OC =4, odrediti OA. A C - 0

2.85. Date su dUZI m i n. Kroz datu tacku M u ughs xOy konstimsati pravu

koja sijete krakove ugla u tatkama A i B, tako da je OA OB=mm.

2.4. Osobine simetrala unutradnjeg i uporednog vanjskog ugla trougla

Teareme o simetrali ugla treugla:

Simetrala unutrainjeg ugla trougla. dijeli suprotnu sétranicu na dva dijela koji su
proporcionalni drugim dvjema stranicama treugla. I ebrnute, ake neka prava keja
prolazi kroz veh frougla dijeli suprotnu stranicu na dijeleve koji su proporcionalni
drugim dvjema stranicama trougla, tada je ta prava simetrala ugla.

Simetrala vanjskog ugla trougla dijeli suprotnu stranicu vanjskom podjelom na
dijelove koji su proporcionalni drugim dvjema stranicama trougla. I obrauto, ako
prava koja sadrii vrhtrougla dijeli vanjskom podjelom suprotnu stranicu trougla na
dijelove koji su proporcionalni drugim dvjema stranicama trougla, {ada je ta prava
simetrala vanjskog vgla trougla.

2.86. Simetrala unutradnjeg ugla trougla dijeli suprotou stranicu (unutrainjom
podielom) u odnosu koji je jednak odnosu ostalih dviju stranica trougla.
Dokazatit

2.87. Simetrala vanjskog ugla trougla dijeli suprotnu stranicu (vanjskom podjelom)
uodnosu koji j& jednak odnosu ostalih dviju stranica trougla. Dokazati!

2.88. Trovgao ABC ima stranice a=13 cim, b=15cm 1 ¢=4 cm. Odrediti odsjecke
na stranicama trougla odredene stmetralama unutradnjih uglova.

2:89. Odrediti duZine duZi koje simetrale imutrasnjih uglova trougla ABC
grade na njegovim stranicama ako je:

a) a=13, b=14, c=15 b) a=4, b=5, ¢=3 <) a=10,b=12, c=15 .

2.90. Odrediti duzine duzi koje simetrale vanjskih uglova AABC grade na
njegovim stranicama ako je:

Cora) a=13, b=14, =13 b) a=4, b=3, ¢=3 ¢y a=10, b=12,c=15,

2.91. Stranice trouglasu 20, 21 i+ 28. Na koje dijelova simetrale njegovih
uglova dijele njegove stranice?

2.92. Simetrala ugla na osnovici a—ﬁjednakoklai\ou trougla dijeli krak u

odnosu 3:4, Odrediti dufinukraka datog trougia.
. Neka je M tatka u kojoj simetrala ugla kod vrha A, AABC agece

stranicu BC izraunati BM i MC kao funkciju od stranica AB =C, AC=bi

BC =a trougla.
2.94. Neka je N.tatka u kojoj simetrala vanjskog vugla kod vrha B A ABC
suece polup;avu AC. Tzradunati AN 1 NC kao funkeiju od stranica
BC =3, AC=b | AB=c trougla.
2.95, Simetrala ugla B na osnovici jednakokrakog trougla ABC na kraku
AC gradi odsjecke m i n. Izraziti osnovicu a trougia kao funkeiju od m i n.

2
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2.5. Hoemotetija geometrijski'h figura

Definicija homotetije: Preslikavanje ko;e svakﬂj tad\l X pr;druzuge talks X’ take da

vrijedi vektorska jednakost OX'=k- OX gdje je O ma Keja staina tatka ravni i k
ma koji realan broj, naziva se homotetija. Tacka O se naziva centar, a broj k
koeficijent homotetije.

Ako se nekom homotetijom figura F moZe preslikati u figuru ¥°, kaZemo da su ove
figure homotetitne. Ako je koeficijent homotetije dviju homoteti€nih figura pozitivan
broj, kaZe se da su te figure direkinoe homotetitne. U slu€aju kada je koeficijent
homotetije negativan, za homotetifne figure se kaZe da su inverzno homotetine.

2.96. Data je duz AB i proizvofjna tatka O. Odrediti homotetiénu sliku A*B’
za homotetiju:

ay H(O, 3 by H(O,-2) ¢} H(O, ?;—)

-

3
dy H(O. - N )

2.97. Bai je trougao ABC i 1acka O van njega. Konstruisati homeietidnu sliku
A'B'C datog trougla za homoetiju: _
ay H(O,2) b) (O, -2) ¢} Hio.3)
2.98. Dat je &etverougao ABCD 1 tatka O van njega. Konstruisati
homotetiénu slika A'B'C'D datog éetverougla za homotetiju :
a) WO, 2 ) by H(O, -1 : oo HO 4
2.99. Konstruisati bar Jjedan trougao koji je direktno homotetian sa datim
AABC ake je centar homotetije: o) vriv B rrougla,
' by tezidte T trougla
c) latka O van now’la
100.Konstruisati bar jedan trougao keji je inverzno homotetican sa datim
AABC ako fe centur homotetije: aj veh C trongla,
by teziste T trougla
¢) tacka O van trougla.
2.101. Konstruisati bar fedan trougao koji je direkino homoteti¢an sa datim
AABC ako je centar homaotetije:  a) ortocentar H trougla,
b) centar S opisane kruZnice
¢) centar O upisane kruZnice.
_102. Konstruisati homoteticnu sliku date prave a ako je centar homotetije
tadka O van prave i koeficijent:
a) k=2 by k=3 ¢y k=-1 d) k=-2
103, Konstruisati homotetiénu siiku date prave a ako je centar homotetije
tacka O na pravoj i koeficijent: _ E
a) k=3 b) k=4 ¢) k=-2 dy k=-2
4. Kenstruisati homoteticnu shiku datog ugla <xQvy u odnosu na centar
homotetje O 1 koeficijent:

1

[
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2) k=2 b) ked ) k=3 @) k=5,
2.105. Konstruisati homotetiénu sliku datog ugla <xOy ako je centar ma koja

- tatka M ravni uglai'koeﬁcijent: a)k=-1 b) k=m _ _c) k-2

2.106. Odrediti homotetiénu skiky date'kruznice (S, ry u odno%u na centar O
koji pripada kruznici i koeficijenat k=-2
107, Ako su M, Ni P sredigta stranica AABC dokazati da su tiouglovi
AABC i AMNP homotetidni. Sta je centar homotetue" Koiikl ie
koeficijent homotetije?
2.108. Svake dvije kruznice sy homotetiéne. Dokazati! Sta je Lﬂﬁtdl homotetije?
2.109. Data su dva jednakostrani¢na trougla paralelnih stranica. Odreé:t;
centar homotetije ovih trouglova.
2.110:U dati polukrug upisati kvadrat ¢ija su dva vrha na pru,mi\u a druga
dva na kruznom luku,
A11:Datje AABC i krdnica K(O, r).t-datu kruZnicn Uplsatl AA'B'C" tako
da mu stranice bud paralelne sa stranicama datog trouglal -

>

l\.)

2.112. Dat e AABC i duz m. Konbtrmsatl trougao homotetic‘:an(datom ¢ija'je
stranjca AR = ' )
2.113. Konstr_msau tr ougao it su uglovi jednaki.a stranice tri puta vece od

stranica datog ugla.
14, Konstrnisati AABC ako su mu dati elementi: o, 1, | @,
1

J15.% Dat je ugao <xOy i tadka A u oblasti uoia Ionstruisati kruZnicu koja
dodiruje krake ugla u prolazi tadkom A. ' '

i‘d I*J

2.6. Sliénost geometrijskih figura

Definicifa sliSnosti: Ake za dvije figure F i F* postoji preslikavanje kUJL syakom paru
tafaka M i N prve figure pridruZije par talaka M’ i N” druge takn da je odnos duZina

duzi MN : M N’ stalan broj i obrauto,svakom paru tadaka M i N druge figure

pridruZuje par talaka M i N prve tako da je M'N*:MN stalan broj, naziva se slignost.
Za figure F | B> kaZemo da su slifre i piSemo F ~F’,
Za figuru F kaZemo da je sli€na figuri F°, ako postoji treéa figura o koja _]L sa pnom
figurom homotetiéna, 2 sa drugom podudax na.

Pravila slitnesti trouglova:
1) Dva trougla su sii¢na ako su dva ugla jednog jednaka sa dva ugla drugog frougia.

2) Dvatrougla su sliéna ako je jedan ugao u pryom trougly jednak jednom uglu u
drugom i ai{o su odcevamjuce stranice koje obrazuju ove uglove proporcionalne.

3) Ako su sve tri stranice jedneg trougia proporcwnalne $a pdgov: araguctm
stranicama drugog, onda su ova dva trougla sli¢na. :

14} Akosu dwje stranice jednog trougia propercienalne sa dvjema odoovardjucim

stranicama drugog i ako su ugiovi nasupmt veéih od ovih str amca jednaki onda su
ova.dva trougla sli€na, !




Teoreme o.odnosu visina, obima i povrSina slicnil tr ouglova:
2} Obimi shcmh trouglova proporcionalni su odgovarajucim stranicama,
b) Visine sllcnih trouglova proporcionalne su odgovarajuéim stranicama.

c}) P@vrsme shcmh trouglova proporcionalne su kvadratima odgovarajucih stranica.

2.116, Ako su dva ugia jednog trongla 50° i 80°, a jedan ugao drugog
trougla 60°, da li su ovi trouglovi sliéni? Zagto?
2.117. Ako sa dva ugla jednog trougia 75°1 65° koliki su uglovi svakog, njemu
slitnog, trougla‘?

2.118. Dokazati da su dva trougla sli¢na ako su stranice jednog paraielﬂe sa

stranicama drugog.

2.119, Dvatr oug]a su sli¢na ako su sve atramceJednﬂg normalne na stranice

drugog. Dokazati!

2.120. Ako se iz ma koje tacke na stranici jednog trougla povuce paralela sa -

drugom stranicom, dobiée se trougao shidan datom. Dokazati!

2.121, Stub dalekovoda baca sjenku duZine 8 m, a stap duZine 2 m baca

sfenku dugu 40 cm. Jzralunati visinu cialekovodnog stuba.

2.122. Drvo baca sjena 18,5 m. U isto vrijeme i na istom m}eetu vertikalni

stub visine 3m baca sjenu duZine 4m. Kolika je visina drveta?

2.123. Na geografskoj karti ucriana su mjesta A, B i C. Udaljenost 1zmedu
mjesta A'i B je 10 km, udaljenost izmedu mjesta Bi Cje 15 km,
deal]enom izmedu mjesta A C_]EE 12 km. Razmjera karte je I: 5000{)
Odreditisratunski, duzine stranica trongla ABC na karti,

. Nz cwumfsko karti razmjere 1:25000 rastojanje izmedu tacaka A | B
je 12 emiKoliko rastojanje izmedu mjesta A | mjesta B7?

. Duz DE k0|a odgovara stranici AB, jesrédnja duz AABC. Dokazati da "
je AABC slican sa ACDE.

. Ako su dva trougla sti¢na, tada su tezigne duzi ovih trouglova
proporcionalne odgovar ajuéim stranicama. Dokazati.

2127 Raqtcganje teZifta trougla od stlal1ICE:J€dl}akU_]6 tr cc1n1 visine na tu

stranicu. DoKazati.

2.128.% Ako su dva trougla sli¢na,tada su teZidne duzuednoa tlouﬂla

propmcsonaine odgovarajuéim tezisnim duzima drugog, Dokazatl

2.129. Obimi slignib trouglova odnose se kao dvije odgovarajuée stranice tih

trouglova. Dokazati! .

2.130. Obimi sli¢nih trouglova odnose se kao dvije odgovarajude visine tif

trongiova. Dokazati! '

2.131. Ako si dvatrougla sligna, tada su radijusi upisanth kruznica ovih

trouglova proporcronalm odgovarajuc;m stramcama Dokarzati.

e s
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2.132, Ako su d\#a wougla sli¢na, tada su radijusi opisanih kruZnica ovih
- 1r0ug!ova_fpropo,rcgonaini odgovarajudim stranicama. Dokazati. ;
2.133. Sredine siranica AABC su vrhovi AA'B'C'. Dokazati da sa ovi trouglovi

sliéni 1 odrediti koeficijent sli¢nosti.

2,134, Ako dva jednakokraka trougla imaju jednake uglove pri vrhu, tada su

© slién1. Dokazati.

2.135. Tatka M je sredite stranice BC trougla AABC. Simetrala ugla AMB
sifeCe stranicu AB u tack1 E, a simetrala ugla AMC sijeCe AC u tadki D.
Dokazati da je AABC ~ AAED.

2.136.* Dw;e visine u trouglu sijeku se tako da je proizvod odsjetaka na

jednoj jednak proizvodu odsjedaka na drugoj. Dokazati.

2.137. Dali postoji trougao sa visinama hy=4, hy=5 i h=87

2.138. Oitarugao jednog pravouglog trougla je 35°, a drugog 55°. Dali su
-ova dva pravougla trougla sliéna? Zadto?

2.139. Jedan jednakokraki trougao ima pri vrhu ugao 100°,a drugi ima ugao

na osnovici 40°. Ispitati da li su ovi trouglovi shiéni.

2.140. Osnovica BC jednakokrakog AABC jednaka je pelovini kraka. Visina

koja odgovara kralu ovog tmugiaje BN, Dokazati jednakost AN =7CN.
2.141. Ako je H ortocentar AABC i1 AA’, BB, CC njeﬂove visine,dokazati

da vrijede jediakosti: AH-A'H=BH BH=CH-CH.

2.142. Dvije visine AABC su h= ADi hy= BE . Dokazati da je AC-CE=BC-CD
2.143, Visina trongla duZine § dijeli pripadnu stranice na odsjecke 4 i 6.
Koliko je rastojanje ortocentra trougla od date stranice?

2.144, Akosu BD i CE visine AABC u kome je ugac BAC oftar,
dokazaii da su trougiovi AABC | AADE sliéni.

2.145. Dvije visine v trouglu razlikuju se za 8, a njihove pripadne stranice
iznose 13 i 20 jedinica, Odrediti visine.

2.146. Trougac AABC ima stranice BC=10 i AC=12 koje zaklapaju ugao

- od 120°, Izradunati odsjecak simetrale ovog ugla.

2.147. Osnovica jednog trougla ie a=5 cm, a pripadna visina h,=7 cm. Kolika
Je visina hy sliénog trougla koji ima stranicu a*=10?

2.148. Stranica trougla je 12 i visina koja odgovara ovoj stranici 16. Paralelno sa
datom stranicom povulena je paralela &iji odsie€ak koji pripada trouglu ima
duzinu 6. Koliko je vrh trougla ndaljen od paralete?

2.149. Obimi dvaju slignib trouglova su O=84 cm | (’=36 cm. Jedna stranica

prvog trougla je' a=24 om. Kolika je odgovarajuca stranica dragog trougla?

2.150. Ako su a, b i ¢ duZine stranica jednog trougla 1 O obim njemu shi¢nog

trougla, odrediti stranice drugog trougla;
a) a=20, b=30 i ¢c=40, O’'=45 b)a=12,b=15 1 ¢=17, O"=60

2.151. Obim trougla je O=38 cm. Koliki je obim O manjeg sli¢nog trougla, ako

se dvije odgovarajuée stranice ovibh trougleva odnose kag 2:1 7

2.152. Stranice trougla su a=12 cm, b=1{5 cm i ¢=18 cm. Povuéi paralelu a’

sa stranicom a take da odsjeden trougao ima obim O%=15 cmy,

2.153. Dva sliéna jednakokraka trougla imaju zajednicku stranicu duZine 15.

Osnovica manjeg trougla jednaka je 9. Odrediri obime ovih trouglova,
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2.134. Povriine dvaju sliénih mnogougiova su 60 em’ i 45 cm®, a obim dmcog, 2.372. Dat je AABC. Konstrmsau trougao séscan datom koji ima Tt puta vece |
" iznosi 18cm. Odrediti obim prvog mnogougla. ' teZisnice.

2.135. Simetrala ugla B AABC sijece stranicu AC u tacki D. Normala na BD kroz é o o

sreditte M duzi BD sijede pravu AC u tatki E. Dokazati da je du¥ DE : Konstruisati AABC ako je dato:

geometrijska sredina duzi AE i CE. ; 2.173.3) a=3, a=060", bic=5:3 b)) bie=3:2, 'hngﬁ?ﬂ,_S cm, ¢=457.
2.156. Simetrala pravog ugla AABC dijeli hipotenuzu AB u odnosu m:n. 2.174.2) 0=75° bre=2:3, =3 cm by bie=3:4, s,=0 ér_n,_ =607,

U kojem odnosu hipotenuzina visina dijeli hipotenuzu? ' 2.175.a) 0=75°, bZCEBJS, b+c=Tem - b) bie=57, c-b=l em, 0=60°,
2.157. Osnovice trapeza su 30 i 15. Jedna dijagonala trapeza dijeli trapez na dva _

sli¢na trougla. Odrediti duZinu ove dijagonale. 2.176. Konst;msat; pravougli trougao u kome je kateta b=12 odm}s dsuoe
2.158. Srednja du? trapeza jednaka je 9. Tadka presjeka dijagonaia trapeza - ; katate 1 hipotenuze 3:3 ‘

udaljena je od njegovih osnovica 71 5. Kolike su osnovice? ; 2.177. Kenstruisati jednakokraki trougao u kome je visina h,=3 i odnos
2.159. Tacka O ie presjek dijagonala trapeza ABCD. Paralelno 5a osnovicama ; osnovice 1 kraka a:h=4:3. :

BC :- AD kroz tacku Q, povudena je duz EF: Taéke E i F pripadaju ' 2.178. Konstrisisati trongao ako j je poznato a: bic=3:5:6 1 h=5 cm.

"z 2.179. Konstruisati jednakostraniéni trougao u kome je poznat zhir stranice
kracima trapeza. Dokazati da vrijedi: EF = W . i visine.
B—C E ; 2.180. Konstr u1satzJednakostramcm uowao u kome je pomata visina h.

o)

.181. Konstruisati jednakokraki trougao u kome je poznata teZijnica koja
odgovara kraku i ngao pri vrhu koji obrazuju kraci.

e
(o)
]

. U jednakokraki trapez ABCID sa osnovicama AB 1 CD upisana je
kruznica radijusa r. Dokazati da je AB-CD=4r",

) 2.182. Konstruisati pravougli trougao u kome je poznat jedan oftar ugao i zbir
‘2,161, Dijagonala na ved; krak pravouglog trapeza normalna je na krak. _ hipotenaze | visine koja odvovcua hipotenazi.
Dokazati da je ova dijagonaia geometrijska sredina osnovica trapeza. ; 2.183. Konstruisati trougao u kome su poznata dva ugla i stranica na kojoj leze
2.162. Trapez ABCD je pravough sa privim uglovima ked vihova B 1 C. ovi uglovi, :
Kruznica nad precnikom AD sijece BC u tatkama M 1 N, ' : 2,184, Konstruisati trougac ako mu je poznata jedna stranica, J(,dan dgao na njoj i
Dokazatt da je BM MC = AB-CD. o razimjera druge dvije stranice. i
2163 Krozvth B pa]a]e{gfymnﬂ ABCD po\/u_(_,enaje i)]'a\:a P [\(}]a sueée - 2.185. - Konstruisati ll()l!"'}O siican datom d;\O i _!e pomat Eddi;US T i!;)lsaﬂﬁ_ ’
' S S : kruznice. !
AC T AD u tatkama F 1 E. takodaje AE = ZAD : 2.186. Konstruisati trougao stian datom ako mu je poznat radé}u{s R opisane
: keuznice.
Dokazdti da je AF = —AC . 2.187. Konstruisati pravougaohnik sli¢an datom aka muJe data 1Ldna stranica.
. = - . . 2.188. Konstruisati paralelogram ako je zadano a: b=5:3, o=060° 1. Udﬂondid iz
2.164. Stranice paralelograma su 25 cm i 10 om. Manja visina paralelograma G : '
: . = R, vrha ugla ot je d=5.
jednaka je 8 cm. Odreditt veéu visinu.
2.165. Tacke A i B nalaze se na dostupnim mjestima, a njihovo medusobno

rastojanje se ne moze direktno zmjeriti. Pokazati kako se moZe

izraCunati rastojanje izmedu tih tataka.
2.166. Kako se moZe odrediti §irina neke rijeke bez prelaska na drugu obalu?
2.167. Dat je 'AABC. Konstruisati trougao sli¢an datom ako mu je data stranica a.
2.168. Dat je AABC. Konstruisari trougao sli¢an datom ako mu je data visina h,.
2.169. Dal je AABC. Konstruaisati trougao sli¢an datom ako mu je data teZiSnica t,.
2.170. Dat je AABC. Konstrmsdtz trougao slidan datom koji ima dva puta vede

stranice.
2.171. Dat je AABC. Konstruisati trougao siian datom koji ima tri puta vede , .
| Visme. L - B : : ' 2,189 Formulisati i iskazati pravila sli¢nosti pravouglih trouglova.
2.3

190. Formulisati i iskazati pravila sli¢nosti jednakokrakih trouglova.
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2.191. Yormalne projekcije kateta na hipotenuzu odnose se kao kvadrati kateta. 2.214. Hipotenuza pravouglog AABC jec,akatetesua i b. Akoje

2.195.

2.196.

2.200.
2.207.

Hipotenuga pravouglog irougla je = 13m,a ods_]ecak p=6m. Odrediti
katete i hipotenuzinu visinu.

Katete pravouglog trougla su 12 cm 1 16 cm. Hipotenuza njemu sli¢nog
trougla je 2,5 em. Odrediti koeficijent slinosti  katete drugog trougla.

leea,m pravougli trougao ako je dato:

a) a=4, ¢=5 © 7 b) h=060, g=144 ¢} p=9, g=16

hipotenuzu 161 235, _
Stranica kvadrata jednaka je a. Odrediti dijaconaia d kvadrata,
Dijagonala kvadrata jednaka je'd. Odrediti stranicy a kvadrata,

Dokazati! , c+a=2Db. Odrediti obim trougla.
12,192 Hlpotenuzma visina je geomelrusi\a medma ods;ecaka ko_]e gradi na 2.215. Obim romba Cije se dl_]&cronaie odnose kao 3:4, je 1 cm. Yzradunati
hipotenuzi. Dokazati! _ duZine dijagonala.
2.193, anJenom sliénosti dokazati Pitagorinu ieoremu. . ; 2.216. Dijagonale romba su 4,8 m 1 14 m. Odrediti obim romba.
2.194. Katete pravouglog trougla su a=6 i b=8§. !zracunats hipotenuzinu visinu 1 2.217. Dijagonale romba su 121 16. Odrediti radijus u romb upisane kruZnice.
odsjetke koje gradi na hipotenuzi. 2.218. Razmijera stranica pravougaonika j je ~2 11 . Nonmale povugene kroz dva

suprotpa vrha na dijagonalu, dijele tu dijagonalu na tri jednaka dijela.
Dokazati!

. Dijagonale jednakokrakog trapeza sijeku se pod pravim uglom i d1;e]e na
dijelove od 12 cm 1 9 cm. Koliki je obim trapeza?

. Osnovice jednakokrakeg trapeza su a=44 i c=4, a krak je b=29.

Odrediti visinu trapeza.

2.197. .. . .
. I - ard & 4 - . 2 )
2.198.a) ¢=20, h=8 b) ¢=10, pig=9:16 ¢) c=34, a:b=8:15 Oﬁflm"]_cejedgakokrakog trapeza su 10cm 1 40cm, a krak je 25 cm
Odreditl povrSinu {rapeza.
2,199, Naci odnos kateta pravouglog troug!a ako'su nthove pmjekcue na

22, Osnovice trapeza su a=28 cmi ¢=16 om, a kraci su b=25¢m i d=17 cm.

Izraéunati visinu i dijagonale trapeza.

. Ako su kraci trapeza medusobno normaini, dokazati da je zbir kvadrata

njegovih dijagonala jednak zbiru kvadrata njegovib osnovica,

2.202. Stranica jednakostranicnog trougla je a. Odred;:l i ) Lrusnice . Ortocentar trougla dijeli visine na odsjecke, tako da je pmizvod odsjetaka
aj Visinu b) Radijus upisane i ¢} Radijus OPISANC KIUZINCE. jedne visine jednak proizvodu odsjedaka bilo koje druge visine tog tr ougla.
2.203. Tzraunati visinu Jedﬂakostramcnoo trougla ako je data stranica a: Dokazati!
aj «lw](}gcm b) a=4 cm ¢) a=§cm &) a=2+/3. . Trougao AABC ima visine h,= AD i hy= BE . Dokazati da je
2.204. lzradunati stranicu jednakostraniénog trougla ako je poznata njegova ACCE=BCCD.
visina h: | :
: Y 2.226. 5 azati d &
2) h=5¢m - b) h=3cm ¢) h= 103 em d) h=12+/3 2.226. Ako su hy=BD i h=CE visine AABC, dokazati da je AADE slican sa

_ AABC.
2.227. Dokazati: Ako u trouglu spoiimo podnoZja njegovih dviju visina,
dobijamo trougao slidan datom.
2.228. Ako su ai b katete, a.h hipotenuzina visina, dokazati jednakost

2.205. Hlpotenuza pravouglog trougia je 10 m. Jedna kateta ovog trougla
iznosi 75% od druge. Kolike su katete?

2.206. Kateta plavougloc trougia manja je za 8 cm od hipotenuze. Druga
kateta jednaka je 20 cm. Koliki je obim ovog trougla 7

2.207. Jedna kateta pravouglog trougia za 10 cm je veca od druge kateté | i i :jw‘
za 1{ cm fmanja‘od hipotenuze. Kolike su stranice ovog trougla? : a b K
2.208.'-O'snovica?jedn‘akokrakog trougla je a=13, a visina na krak je h=12 2.229. Ako za stranice trougia a, b 1 ¢ vrijedi a=2mn, b=mn’, c=mn’ gdje sn
fzraCunati drugu visinu trougla, minmakoji realni brojevi i m>n, dokazati da je trougac pravough.
2.209, Stranice frougla su 13 cm, 14.cm i 15.cm. Odrediti visimu'trougla . 2.230. Konstruisati duz x &ija duzina u odnosu na datu jediniénu duZ iznosi:
koja odcovara strantci 15 ¢m., o a) x = \/56_ b) x = ﬁ o) x= _\/5-' d) x = NG

2.210. Suma kvadrata dijagonala pravougaonika jednaka je suini kvadrata
njegovih stranica. Dokazati! : : i e P .
2.211.* Suma kvadrata dijagonala pax aielog;ama Jjednaka je sumi kvad: ata. Date su duZi a i b. Konstruisati duz x ako je:
njegovih stranica, Dokazati! - _ 2231 x =+a’ —b’ by x= Jab ¢) x=+ab+h’
2.212.% Tzraziti duzinu tezisne linije u ﬁmkcm od duZina stranica trougla: _ oh
2.213. Te¥isnice pravoug]og AABC, gdje je C.vrh pravog ugla,vezane'su 7 ' 2.232) x=av3 - b) x= a\[a B ¢) x= -
relacijom t,°+1,°=5t,". Dokazati! o i : ' '
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2.233. Poznaie suduZia, b, ¢ i d. Konstruisati duz x ako je:

a) x=+ab+c” b) x=+a’ ~hc c) x:JMTEEf

2.234. Ako su pozaate duZi a, b i ¢, konstruisati duz x, akOJe x=atehe,
2.235. Ako su date duZi a i b i a<h, konstruisati duZ x=a’b,. :
2.236. Konstruisati kvaérat koji je po povriini jednak datom jednakostranidnom
trouglu,
2.237. Konstruisati jednakostraniéni trougao k0J1 je po povrsini jednak datom
pravougacniku.
2.238. Konstruisati lednakmlramcm rrougao koji je po povedini jednak datom
rombu.
2.239. Komtrutsatljedﬂakosrraniéni trougao koji je po povriini jednak datom
deltoidu. )
2.240. Konstruisati jednakostraniéni trougao koji je po poveiini jednak
datom kvadratu.
2.241. Konstruisati kvadrat koji je po povr§ini jednak datom pravougaoeniku.
2.242. Konstruisati geometrijsku sredine duZziai b ako je:
a) a=2, b=5 b} a=4, b=13 ¢) a=3, b=11 dy a=i, b=9
2.243% Konstruisati du? x ake je x%=17.
2.244. Data su dva slidna trougta. Konstruisati novi trougao podudaran
prvom, a sli¢an drugom od datih trouglova.
245 * Data je kruZnica k(Q, r) { trougac ABC. U datu kruZnicu upisati
trougao Cije su stranice paralefne stranicama dateg trougla.
246 * Data je kruznica k(O, r} { frougao ABC. U datu kruznicu upisati
trougao ¢ije su stranice normalne na stranice datog trougla.
247 % Stranice trougla su a,b i ¢, Dokazatf da za visinu by, trougla vrijedi
sl
formula: fr, = g— . \,il;(x — a)(g b )(g — ()), edje je 5 =

[

Ty

2

at+h+e

2

- 2.8. Potencija tafke u odnosu na krunicu. Karnoovi obrasci,
Ziatni presjek duzi

“Akioje d Eentralng 'astOJan}e taci\e P u dnosu na kruén kO -R) tada za potencgu tagke
Py odnosu‘na krti :
Akojetacka P unutar'kruzmce k{O R)_ potencifaove. tadke: suprotna je kvadram poiutet:ve'

'Tuoremt. Pmmvodbds;ucaka E\OJe l\ruznlca oclsueca 13 pravoj koja prolazi faékﬁjﬁ)?jé ’

Jedijuka kvadaraty tangentiie dizi koja Jog odﬂovara

5]
b2

noamalnc na rad; jus ¥ruziice koji prolaza' ddkom P

2.248. Iz tatke van kruZnice povudena je najveda sjefica i tangenta: Odrediti
duZinu tangente (tangentne duZi) ako je duZina sje€ice (odsjecka koji
kruznica odreduje na sjedici) 50 cm, a radijus kruznice R=21cm,

2.249. 1z tagke van kruZnice povudena je najveda sjedica i tangenta &ija je duZina
jednaka 8 cm. Vanjski dio sjetice je dva puta manji od OdS_]CCE\a tangente.
Koliki je radijus kruZnice?

2.250. Tatkom P kwa;e od sredita kruZnice radijusa 5 m, udal_]ena 13 m,
povudena je sjetica koja je popolovljena kruzaicom. Odredltl duzinu sjedice.

2.251. iz talke van kruznice povudene su tangenta i sjedica: Krugnz;ca;e sjedicu -
podijelila na dva dijela: uvnutradngi 60 cm 1 vanjski 20 cm.

Odrediti duzinu tangentne duzi.

2.252. Od sredista kruznice radijusa R=7 cm tacka P je-udaljena @ cm. Tatkom P

povuéend je sjedica koju kruznica polovi. Kolika je- duzm@ sjeice?

2.253. Iz tatke P van kruznice povudene su tangenta i'sjecica. Tangenta je za 20 cm

manja od unutradnjeg, a 8 cm veda od vanjskog dijela SJec;sce Qdrediti
duZine tangentne dazi i sjedice.

2.254. Tetiva kruznice ima duzinu 12 cm. Na;ednom kraju tetwe pavucenaje
tangenta koja je udaljena od drugog kraja tetive § cm. Koltl\t Je radijus
kruznice?

255, Konstruisati kruznicu Koja sadrzi datu tacku A, a datu pra\fu p dodmue u
dato) tackt M

2.256. Konstruisati i\ruzmcu koja sadrZi dvije date talke A 1B | dodmue datu

kruZnicu K{O, R
237. Konstruisati kruznicu koja dodnme dvije date kruznice i tc)Jednu od njithu
datoj tatki A

2.258. Primjenom osobine potencije tadke u odnosu na kruZnicu .dokazati
Pitagorinu teorema.

2.259. Stranice trougla su c=15 cm, b=13 cm i a_4 cm. Ispitati da iije tmuoao
pravough, fupougli ili oStrougli.

2.260.* Stranica pravilnog desetougla jednaka je vecem dijelu raduusa oplsane

kruznice ako se on podijeli po zlatnom presjeku. Dokazati.

2.261. Konstruisati praviini desetougao ako je poznat radijus R opisane kmzmce

2.262.* Kvadrat stranice pravilnog petougla upisanog u kruZnicy, radijusa R

jednak-je zbiru kvadrata stranice pravilnog Sestouglai stranice pravilnog
desetougla koji su upisani u istu kruznicu. Dokazati. |

2.263. Konstruisati pravilni petougao ako mu je poznat radijus R opisane kruZnice

2.264. Presjelna tatka dviju dijagonala pravilnog petougla dijdl svaku od
dijagonala po zlatnom presiéku, Dokazati, - !

2.265. Konstruisafi pravilni petougao ako mu je poznata d:jaﬂonala

l‘x)

I\J



2.266. Konstruisati pravilni petougao ako su poznata sredi$ta njegovih strani_ca_.
2.267. Konstruisati kruznicu ako je dat pol P, polara p koja odgovara: polu® 1
jedna od tangenata kruZnice koja sadrii pol P. o o ‘
'9.268.* U krufnici, sa raznih strana centra O, povucene su paralelne tetive dulina

6 cm i-8 cm. Ako je rastojanje izmedu tetiva 7 cm, koliki je radijus kruZnice?

2.269.% Ako su b i ¢ stranice trougla ABC, h, visina i R radijus opisane kruZnice,
dokazatida je b-c=2Rh,..

3. SKUP IZZOMPLEKSNIH BROJEVA (C)

jis Hzmemo broj za koji vrijedi 1
L koji rzalni brojevi maziva:
se broj «iR ez naziva realnie Im
ni dio komplekénog brojaiz. - .

Sabrati (bduzmi) date imaginarne brojeve: _' o
' by 14i+20i ¢) 12i-9i d) 23i-14i+221
by 17i-9i-2i- ¢) 90i+21i-771 d). 100i-89i+6i

[zracunati vrijednost datag izraza: . w'
' : d) ¢-21)°

3.3.0) 312 .- by -i* : o (B ),
34.a) 404 by 9-9i° ¢) 18487 dy 550"
3.5.4) 4i° by ¥ ) it
3.6.2) 528470 by 10i*-45-351%+1 o) 84214 d) 411
370y (07 b) (-)* ONCIE & D"
38.2) i“)‘ ; by i ¢y i dy i

Napisi reaini dio kompleksnog broja: '
39.a) 15 ' ‘b) 24 c) 255 d). 7784

' ) 88+255i

3.10.a) 12431 - by ~33-4i d) - -11490i
Odrediti }imaginami dio datog kompleksnog bl:()jal .
3.11.ay 54 by 561 . cy - d) 571 ‘
3.12.4) 66+2i b) 98-36i ¢}y -1998-01 d) -1992+371

_ Odrediti realni i imaginarni dio datog kompleksnog broja z:

3.13.8) z=2+51  b) z=T7+4i ¢y z=-1i d) 222251 .
3.14.a) z=0,2+3i b) z=-0,742,4t ¢ z=-0,1-2.5 d) z=-0,881 -
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i i .4 - . ~17§
3.1513)225+§£— b) Zzw%-}-gf c) Z:%*El‘ d}Z"S 12§

IzraCunati vrijednost datog izraza:
-4000 | -4 R . . . 2.5 .
3163.) 4001 | -4003 ) 4004 b) ISDOO_HSDO 0G4 - 5006

1 +1 “+1 -1 - . -+1 =1
3.17.2) V-4 ) V=25 ¢) V=100 dy V-256
B) V-64 V-8l +/-49

3.19. Odredi imaginarni dio datog kompleksnog broja:

a) V-8 b) V- 50 ¢ 24-12

dy ~34-32
3.20. lzraunaj:

) V=27 + 24108+ =75 b)  V—50++/- 98 — /2200

3.21. Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi:
sAned

Zl) i =3} b) ]-411-2 =1 C} é4u~} = - d) i-‘in+8 =1

3.1. Jednakost dva kompleksna broja

- Za dva Ko ”iﬂé‘i;_sné'ijibja a+h} 'i'.c‘_—z-éli"“’frije_di.:w _
U kb= eddi, 9 {ase A bsd).

- Odvediti vrijednost varijable x tako da vrijedi data jednakost:
3.22.a) x+11i=7+111 b} x-348i=-3+% c) X+5+441=0x+44]
3.23.) 15+71=15+x1 b} 16-2x0=16+10i ¢y 1999-51=1990-15x1

3.24. Data je jednadina x+yi=31+9i. Odrediti vrijednosti varjjabli x iy,

3.250 Rijesiti datu jednadinu:
a) 2+3i=x-yi by 2x+vi=20-4i ¢) Tx-2yi=21+8i
3.26. Odrediti vrijednosti varijabli x 1 y tako da vrijedi jednakost:

a) {4-Dx+(2+50)y=8+91 by Grix-(1-20)y =7,

3.27. Odrediti vrijednosti varijabli x i v rjéSavajuci dati sistem jednacina:
a) x1-2y = -1 by (1-Dx-(1+i)y = -1+
{(1+0%-21y = 3+ (-2+21)x-2y = -4

3.28.% Rijesiti sistemn jednadina: {1+ijx—(1-&-i)y =1
' (J-x+(1-Dy =1 .

(¥}
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3.2, Operacije u skupu kompieksnih brojeva C:

3) i (atbi)(c+di) = (acbd+(berad)i

Ako su dati kompleksni brojevi z; 1 22 odred:ti broj z= z;+22:
3.29.8) z;= 351, z2=-24T b} z=10+124, zp=-1+1 g) =l ;=5+31
3.30.a) 7= 11-41, =3+ by z,=3+21, zo=-8-4i ¢) z;=8+21, 2,=6-51
3.31.a) 2= -1451, Zz=-A431 b)) zy=-T-20, 2,=9-41 “2) zy=-14, mo=-34
332.8) 7y :-a+bi, Za=c+di b) z=(a+b)+(a-b)i, zo=1+i

Ako su dati kompleksni brojevi z, 1.z, , odrediti broj z=2,-73:
3.33.3) z;=3-21, 7;=3+71 b)Y zy=5+2, zo=5+541 c) zy=51, Zy=2-1
3.343) 7y=4-51, 2pm-34720 b z=0-21, zy=-10-31 ¢) Zy=8+31, 277261
3.35.a) z;=1-21, 2o=1341 by 7y=-1-21, 2;=4-61 ¢ zZy=148i, zo=-1-9
3.36.3) zy=-3+61, Zo=-1-T1 by z;=-8-%, z;=-12+1 15t ©) zy;=-2-31, z;=-8-5i

Izradunati proxzvod 2=7,%; datih kompleksnih brojeva z; 1 22!
3.37.a) zi=1+H, zo=1 b) zy=1-1, 72=4 ¢) zy=31, Zy=5+i
3.38.a) zy=3421, Zawdi by z,=-3-31, zp=-51 cl zy=-1-i, Zp=- 14
3 39.2) 7,=3-21, zx=1-1 b) z,=4-31, Za=2+1 ¢y 7,=2441, 2x=6-T1
3.40.a) z,=9+41, zp=-3-i By zZ;=10+21, o= 14+51 ¢y zy=8-1, zp=1491

Tzracunati vrijednost izraza:
341a)y {2-50{3+1) by {1+213(3+1) ' .
3428 (-243D(3+21) by (4+i35-70) ¢y (11-30(2-31)

A 4Y e —F 5 -3 hy i — ot — —_—— C) [N [ —
3. %d)L 1+(}1/3 Jt) )LS 711 e E :

344.a) (14200 E-20)+H4-28)(4+20) b) (3-4i)(3+4i)-(5-21)(5+2i)

ey ¢1-D(1ra0)

~. e

Odrediti kvadrat datog kompleksnog broja z ako je:

3.45.a) ze=l+i b) z=14 c) z=5+21 d) z=-3-41

b 3 N 4 ) . 1 ; @ 2 4i

=0~ i Fo= — o T C Z:"""" fon T I e e

346.a) z 6.8[ ) Z 5 S! e 573
3.47. Odrediti 2 datog kompleksnog broja z akoje: B
ay z=5i b) zm-141 c) z=2-31 d) z=2+31

3.48. Izradunati vrijednost izraza: f(z) 2? 32+“1 14i -, akoje z=1-i.

3.49, Kolika je vruednost izraza: f(z) = 27t + 11748421, ako je z=3-i .
2.50. Akoje f(z)=-2" 3774742, odrediti £(3-21). S

3.51. Ako je z=1+1 izradunati v11jednost izraza 7-z+1.

£l

s

P

Odrediti realm i lmdgmarm dio komplekqnog broja z ako jer
3.52.a) 2 =(1+3D%(2-51)°  b) z=(1+D) +@+4i) c) z=(243i) +{3-41)'

3.5.3.a). Zz(2ui)(3~-;§i) by z= {%—SEII-F%:') c} Zx(—;—+§—il—§—m%z}

3.3. Konjugirano-kompleksni brojevi
6 ez 7 .i(ﬁélaapi'ek;‘{a@:bi'oj"' 3 "-bi -kazemo da 1e 1
kompleksan kornpleksnom brojy z = 4

QOdrediti ko_n]uvlrano—}\omp]eksan broj datog broja z ako je:

3.54.) z=23 b)Y z=-62i &) 7=-3+8i s d) z=-15-9i
3.55.a) z=2+31 b} z=-6+2i o) 7=3-99 d) z=24-551
3.56. Ako je z=5+3i izralunati: !

a) z+z b) z-z ¢y 242z dy 2

3.57. Ako je z=-1-i, izvrSavajudi opemcge sa kompleksnim wae\flmd
Odiedltl vrzjednost izraza:

W z O A P P ey A
358, 7a l\o;e vruedncsn varuabie i su dati kompleksni bi‘(}jt‘,\’l konjunuanow
komplekxm
a) J-+mi, -9 by B4x-Zmi, 84x+21 <) ~99_9~41,»999+8m1 ?
3.59. Odrediti vrijednosti parametara m i n tako da kompleksai brojevi
: 2=2m-20-(n-43 1 zo=m-1+(m-2n)i  budu konjugirano-kKorapleksni.
3.60. Za svaki kompleksan broj z=x-+yi vrijedi: Brojevi 2 + 2 2 77 su
realni. Dokazati.
3.61. Dokazati da za svaka dva kempiek%na broja \/rz}ede si;edecejgdnaimstz

E;l) x}"‘{'mc:s;"{”fﬂa

by z—zy=g -2, c) :1_5' Iy =3yt 2o

3.4 Dijeijenje kompleksnih brojeva

_ + b{ {a g b;
i c+ di (C+dt

e~

c-di}_(attbd)be-qd)i _ae+bd  be—ad
c—di) - Exd
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Odrediﬁ koliénik z;:2» d_atih kompleksnih brojeva z,1 23
3.62.a) 7,=8, =1+ by zy=1-1, zo=1+1 ¢) Zy=3-; z5=3+1
3.63.a) z;=2-1, Z=-3+i b) zy=4+31, 2p=5+21  ¢©) 2=7-21, 2p=-2431

3.64. Izradunati reciprotan broj datog broja z:

a) z=-i - S b) z=24 ¢) z=-2+3 d) z=1+i
Odreditz kompieksan broj odreden datim izrazom:
i : 5420 23 8—i
:‘. 5.’ - b o BRI od) R d .
W ' 9 7Y
- 1+ 1+ ' 1 1 1
3.60.2) m1-w+~"""~1~""* ( l) . ¢) A
F+i 41—t 1—i (1w;) : St 1-ip

3.67. Odredm realni i imaginami dio kompleksnog broja z ako je:

a) z:(\fﬁﬁ?ﬂﬁwz’) b) 4_]%“2%(2’"”) ) z=(t+i)"

6i - i+2
3.68.Kojim brq;em treba pomnoZiti bTQ] z;m%ﬁ da bi se dobio broj z;=3+617

Rijesiti datu jednadinu
3.69.a) (6-i)z =i by (2+idz =4 ¢y S+ = ,
3.70.8) {(1+0z =2+ b Oz =1+ ¢y iz =141y
3.71. Odrediti rjefenje jednaline (2i-z)(1+i}+(1+12)(3-1)=2-1.
Izraéuua%ti vrijednost 1zraza: .
_Ek'zf.{.u Ly 2__.3_2 -2 §+'-27"2.‘3 15
3.72.4) &i 1)‘ (L i) b) (2-i) ( ) S {1+i) —( .4“7{) +i
(ki) 2= {+i)

a4 + {10 o) ()™ -

=iy (=) o= - d (D

3.74. Akoje [(2)=22-32°+10i, odrediti f(3-) 1 f(2+30).

3.73.a)

3.75.% Ako je (x-+yi)’ =a+bi. dokazati da je (x-yi)'=a-bi.
}:_m*x 2, #0 by 20 ={z) . z=0

Ly

ks

3.76.% Daokazati: a) (
. Zy

Rastaviti na faktore (Sinioce, Eimbenike):

3.77.2) x+1 b) x*425 ¢ x1+121 d) x* +256
3784) x#4 - by x°49 c) 9% +144 d) 4x* +9
3.79.a). a™+b’ by a’+4b* - ¢} 92’ +16b7... dy atb

- 38

3.5, Modul (apsolutna vrijednost) kompleksnog broja

'ﬁri}édnﬁét)_ bre3 4.z,

5? nazivamo modul (ili apsolut

Odrediti apsolutnu vrijednost (modul) datog kompleksnog broja z

3.80a) z=12 b) z=81 . c) z=-i d) z=10i
3.81.a) z=3-4i b) z=6+-81 ¢y z=5-121 od) z=-20-2117
3.82.a) z=8+61 b) z=12451 c) z=10+101 od) v=-2-31 7
3 4 4 20 21 1 2
3.83.a8) g=—+—i |3} “m—————i-—— gm———i d) z=—=——i
B e=gry R TR ) 55
3.84. Ako je z=-21+201 , odrediti:
&) ]:] b) lzl <) iz+z] d) Ezﬂz
3.85. Dokazati da za svaki kompleksan broj z vrijedi:
|| =}~ 4 b Jd=f o k=}1 INEEE
3.86. Ako je z=4-3i , z,=12-5i , odrediti :
0 |zl by |2 ¢tz 9 |z
3.87. Ako je 2;=0+81, 2,=9-121 , odredi{i : i
a |zinl B |2z o). lzrz | &) 22|

3.88. Ako su dati kompleksni brojevi z,;=2-31, z,=-5+1, izraéunati E7,+ T -7yZs | -
3.89. fzratunaj lZ;'f‘Zn +”)z.271 ako je zy=1-41, z:=2+31.
3 90. QOdrediti modul kompleksnog broja z ako je:

2+ 5i I+ T e 5 it
E 7 RE e b 7= — ) 7 ED e d I e
Y 25 ) (1Y © {2i) ) 1+2i7
Dokazat da vrijedi:
a - . 37-'5 zZ
3.91.48) :I”=z~:-_ b} ;:}-.-";3 =z 12 ) ]“E““ 3"11“:“3“%, 2, #0
<7 Lo
392.70) |7, + 2, <7, |+z, b) Iz, — 2127~

7z o :
3.93.% Ako je z=142i i f(z)mg-«-mi;, dokazati da vrijedi |2 = 2| (2)}
. --mZ"

3.94. Nakon ratunanja, odredi realni 1 imaginarni dio i modal datog broja z ako je:
3 f 2 20-1 3+54
2) »ﬁLLEM by ;5:1_-34- i o 2i-1 3458
2 4 i 2 3
3.95. Poznat je kompleksan broj z;=2-31. Odrediti kompleksan broi z=x+yi
tako da slijededa konjunkeija bude istinita;

a) Re(z-:l)mJS A Iml i_zi b) Im(z-z,}=2 ~ Re x :7-—3«- -
12 13.. % '

1
I}

+1

13
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3.96. Dati su kompleksni brojevi z,=342i t z;=2+i. Odrediti kompleksan

- 3
broj z=x+y1, ako je: a} Re(z-zl):-—l A Im(—g—]zg

e

by -Rel 5—):%/\ Im(z'-;{}:mi

3.97. Dokazati da je (1+1)*-(1-1)* realan broj.

Q+i) + (1 -

3.98. Dokazati da je imaginaran broj.

“18+2i0
3.99. Rijesin jednadinu (po nepoznatoj z): : s
a) z-37=8-2 b) 7+4z=15-6i c} 27437 =11+1

3.100. Dokazati da je za svaki prirodan broj n izraz {1+1} vealan broj.
3.101. Dokazati da je za svaki prirodan brojn izraz (1- e

Odrediti realni i imaginarni dio kompleksnog broja z ako je:

.'\:"! i 1-.—, £
3.102.%a) :x(é:t—iJ ,ne N b) :*:{}mg] .ne N. <) z:(w——i} ,nE N,

-1 / 1+
. ' Fs a0 N2
- (1-2i) 1+ k R
3.103.%3) :I—(HJ)—_‘)H by z= ((_MI}’)I T RE N.c)z= F 000

3.6. Predstavljanje kompleksnih brojeva u ravni. Kompleksna ravan

U pravouglom Dekartovom koordinatnom sistemnu edredi tatku koja
odgovara datom kompleksnom broju z, ako je:

3.104.8) z=7 b) z = -3i ¢y z=-5 d) z=8i
3.405a) z = 3+2 by z=-3+i ¢y z=4-3i ay z = -4-2%
Odrediti kompieksan broj kojem oégdvara data tacka:
3.106.8) A, O by B, 3) ¢y C(-2,0) dy DO, -1
3.107.2) A(l, 6) b) B(-2, 4) Q) C3,-5)  d) DG, -2)
3.108. Za svaki dati broj z u koordinatnom sistemu odredi tacku koja mu
odgovara:
a) z=21 b} z=-4i ¢y z=5+3i d) z=-4-3

109, Odrediti zbir, tazhku proizvod t kolidnik kompleksnih brojeva odredenih
tackama A3, 5} 1 B(2,-3x

3.110. Odrediti modul zbira vektora odredenih tackama M(2, 5) i N7, 1),

111, Odrediti modul razlike vektora odredenih tatkama A(-2,-2) 1 B(l, 2).

.112. Koliki je modul kolidnika kompleksnih brojeva kojima odgovaraju
tadke A{3, 1) 1 B(-2, -5)?

LJJ

[FRIRSE

40

&isto imaginaran broj

(8]

.113. Koji dio ravni predstavljaju tatke koje odgovaraju kompleksnom
broju z u kompleksnoj ravni, ako vrijedi:
a) lz]=1 by |z|=4 ¢y lz1]=2 ) lze3]=5 9

3.114. Nacrtaj figuru koju formiraju tacke k{)mpleksne ravni koje
odgovaraju broju z ako je
a) |zl|<3 b) !z(]<5 c) 1<lz] <3 —d) sclzl<r 9
3.115. Predstavi radijus vekiore datih kompleksnih bro;e\a _
a) z=-2+31 b) z=2+1 " g) z=5-21 d) z=-2+4i
3.116. Graficki odrediti zbir vektora koji odgovaraju kompleksnimbrojevima:
a) zr“4+21 1 Zp=-d+i.  b) z;=3, 2»=5L ¢) Zy=-4-21 1 2y=-3-5]
3.117. Koji vektor odgovara razlici vektora zy=7+21, z,=2-517
3.118. Odrediti grafi¢ki zbir tri vektora z,=3-51, 7o=2-1, za=4431
3.119. Provjeri graficki zakon komutacije za sabiranje kompleksnih brojeva.
3.120. Provjeri grafiCki asocijativnost sabiranja kompleksnih brojeva

3.7. Kompleksni brojevi - razni zadaci

3.121.% Podieliti kompleksne brojeve: |
_J2 46 — - L a+ib
el by L a0 o ST
~ T+ i3 iva Coa b

122.% lzradunati: .

) ﬁﬁwﬂ:} | by = LIMJ [“ }6 0 z= SL

{\2 2 3

(%)

3.123. Za koje vrijednosti varijabli x i y vrifedi jednakost:
2x+{l—wv)

i

A24%* Tzradunati vrijednost izraza:

T+ Y
“”(‘ﬂ

125 % Tzradunati:

Ljli,\mo- m]+“/— .
a)[\m | b)[ } o Vi &

]
3 RS
3. 326 * Dekazatijednakost (l +\B\ +(£ [;J

2 ),

=340

(S

_ B e
b)'f ) o 3510
(g N7 ) NCEN TR Ty

Lad
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Izrafunati vrijednost izraza:
3197 [(~— 30 )2 ~ 4i)— (2 + 4 i}

e
3.128.% (1““3‘” (“"“/_)6
- (-1+0)?

3.129% Akoje x= “2“’3 Ly = “]“;“ﬁ . dokazati da vrijedi:
a) x3=_:} by v=1 o) XK=y

3.130.* Nadi sve kemp]eksne brojeve 7 za koje vrijedi 2= Zz_-

3.131% Ako je 1+z+2z°=0, dokazati da je z'=1.

3.132.% Dokazati tatnost slijedein formula:

a) Natbisva—bi= ’2( a+b* +a] b} Va+bi- a./a—b—zwz\/'z(mma

x 1 —
3.833* Odrediti realne brojeve x i v ako je —-_——+ J I
344 3%1

3.134.% Pronaci kompleksan broj z=x+tyi kaji zadovoljava sifjedete uvjete:

i
6z +1) w4 A RelZE 2 o1
4“ z .
3.135% Akoza kompieksne brojeve a, b i ¢ vrijedi lai = ]b[ = M = |, dokazati :
aj Etwlmv,:::iZﬁl ) §czl7+l7(f+ca]:|a+b+(f[.
la b C

31367 Dokéz;iti da vrijedi f(n+4) + f{n) =0, ako je funkeija [ definirana

: 14+ 1—i Y
formulom: fny= ol | e N
77 =

3.137.% Da.tjt; polinom f(z)= =7 ~(34+41)z2- 1458
©a} Odrediti vrijednost pohnoma 7ZAZ= I = 7-&«%1

b) Dokazati da vrijedi (2} # f(2).

ey ]gxacunaﬂ f(g) f{q).
3.138.* Ako za module dva kompieksna broja vrijedi 12; =1, 7] =1 .

Zy+z
~LloZE realan broj.

dokazati da je broj z =
f 22y
3.139% Nekasu x,y i z tri kompleksna broja koji imaju module jednake 1.
Odrediti module brojeva x+y+z 1  xy+vzixz.
] 3-140-“ Neka je K skup kompleksnih brojeva modula 1. Dokazati da za svaka dva
- " kompleksna brojaaib (a, b e K) vrijedi e?(vwalencua )

a+b-ab+] = o atb+ab-1 =

e

- 4. KVADRATNE JEDNACINE (JEDNADZBE)

43.) (x+3)7-3x=2x"-3x

4.1, Odredi rjedenje date jednadine:
Ta) x+3=0 b} 7x-21=0 ¢y x-11=0 dy 6x-17=0
?rapsf_ormiéi datu kvadratnu jednaéing na Obltk ax2+bx+0:€):
4.2.4) 2% -4x=5x"-3x+1 by 31-4x+2x7=7x ~9x c) Tx-l=x"-6x- 8 .
by {x- t)(4x+1)_x 243x €) S(xEA)-(x- 1) =2x+3

Odleclltl kvadratni &lan dateJednacme .
44y 5xl+dx-11=0 b) -82x7 -144x499=0 ¢} 2020x -77x+30=0
4.52) 6x-65x=x"+11 b) 77x-5x*=22 ¢) 88x%8x-1=277x™55

Ochedltl linearni &lan date kvaci;atne jednadine: ]
4.6.3) -5x° +44x-17=0 b) 80’7x +%4x+t9 0 ) -20x‘—1’Z’7x+SO=O
4.7.2) 5%535x-2=12x b) -x-2x+35x°=77 ¢) 123x-4x"+12=71x

, Nagim slobodni ¢lan date kvadlatne jednacine:
48.a) -11x" +14x+55=0 b) ?x -4x-119=0
4.9.4) 3x-6x-+10=2x b) x%+11+5x=33

¢} -33x% -§7x+2000=0
c) 59x-7Tx*48=x-2

Odredat: koeficijem kvadratnog, ¢lana kvadratne jednadine:
4.10.3) ?x +14x-T=0 b} 2x° +4x+119=0 <) 7x 2TxA+5 2 O
4.11.8) x T 4x-4=55 b) 3x F8x=5-5%" c) -x%2x+423x 7435

Naplsail koefcljeilr linearnog clana date kvadratne Jedna(.me

4.12.a) Tx*tix-12=0" b) -x'+} 13x+12=0 c) 4’%x+6x w34 - 27)( x*
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4.13. T\Iapﬁt siobodni &lan kvadratnegednacme ,
a) ~3x"-33x+333=0 b) -76x%-145x+13=7 - c) 5-45x7+45x%=1245

Odredi koeficijent kvadratnog, koeficijent hneamog ¢lana 1 slobodni Elan
jednadine:

4.14.2) 2x%9x-45=0 b) 9x2-£—8-x=-11+2x ¢} -4x*-5x+1=x"+8x-5
4.15.a) -x*+x-5=0 b) x*x=-1 ¢} X2xH3=2x0x+T

4.1. RjeSavanje nepotpune kvadratre jednacine (jednadZbe)

Rt;esati date nepotpune kvadratne Jednacme
4 16.a) 45x =0 b) x’ >.64=0 c) 4x -25=0  d} 25x -16=0
4.17.a) x*+9=0 b) x+64=0 ) 4x7+25=0 d) 9x’+16=0

Koristedi osobinu proizveda ab=0 <> (a=0v b=0), rijedi date jednaline:
4.18.a) x(x+1)=0 by (x-3)x=0 ¢y 5x(2x-1)=0 d) -2x(3x-+1)=0
4.19.2) (x-3){x+2)=0 b) (x+3)(x-5)=0 c) {x+1DH(2x-6)=0
420.0) (2x-3)(4x-1)=0 b) (4x+3)(2x-5=0 ¢ (x-1}{-2x-8)=0

Odred;t; rjesenja nepetj:}umh kvadra‘(mhjednacma )
421.a) x™4x=0 b) x” x—-O c) x* —5)\m0 d) x"+15x=0
4.22.8) x+3x=0 b) Tx*43x=0  ¢) 6x° -x=0 d) 4x’-5x=0
4.23.a) -x -3x by -2x7 +8x=0 ¢) -84x*+11x=0  d) -3x7 -2x=0
4.24.) 2ax -bx=0 b} mx3—3nx—0 c) 3abx’ +6bx=0 ) {(a+b)x? -44x=0

4.25. Pxov};enh cEa h je x=2 rjesenje date Lvadratnqednacme ,

a) xT+x-6=0 b} Sx*2x-18=0 o) -3x +dx+4=0  d) Sx7+11x-7=0
4.26. legum da 1 je x=-3 i’}LbEﬂJB iwadxamejednacane . .

a) X +2x-3=0 by -x’+3x+24=0 c) 30+35x-12=0  d) -4x7-1ix4+3=0
4.27. PlOVJent; da li je x=2+i rjeSenje i\vadramejednacme ‘ _

a) xdx3=0 b) -2x+8x-10=0 ¢) x*+4x+3=0 dy ~x-4x+3=0
4.28. Provjeriti da li su x=3-2i , x= 3421 dva rjedenja kvadratne jednacine:

a) xT-6x+]3=0 by 2x%+12x+26=0 ¢y 2x7-12x+26=0

Rijediti date (nepotpune) kvadratne jednaline:
4.29.2) (x-2)(x+23+7=10 b) T(x-D(x+D=33 ¢} -4(2x-1)(2x+1)-3=0
43008} (x-3)(x+31=2x22 b} X100 = (2-3x)(2+3%)

o) {(x-DxA)=5(1-3)(1+3)+1  d)} (2x- ])(2x+1)—4{?+x)(’) x)+15
431.a) (2x~1~1) +(3x-D(x-3)=40-12x b} (3-2x) Hx+5)(x-2) = 2x 4x-1

432 ) —4x 33-2x7 :mli_ b 2x I, 2x 16 o) 3x+5 x-2. 3
3 6 2 x+1 x-1 3 x-2 x+2 2

4£.33.2) 10(x+2)-19=(1+5x)}(1-3x} b)  (x+Dx+2)+(x-2)(x+5) = -8
434.a) 2axbx=0"  b) ax+bx=0 ¢y x*-24ax=0
435a) x+dx+d=0 b)) x-6x+9=0 c) x+14x+49=0 ) x-16x+64=0

44

&) (m+D-3mx=0

4.2.  RjeSavanje potpune kvadraine jednacine (jednédibe)

R;l]esm slijedece (potg
436.a) x-Tx+12=0  b) X -Tx+10=0

4.37.3) x-9x+14=0  b) x>11x+10=0
- 4.38.a) x-x-30=0
4.39.a) xX+4x43=0 b)) x*+Tx+10=0

b) x*4+x-30=0

4.40.8) x-6x+34=0  b) x32x+5=0

4418 x-2x-35=0  b) x*+8x+15=0
4.42.2) 4x7-8x4+3=0  b) 9% +18x+5=0
b) 4x 2420x+25=0

4.43.a) X -4x+4=0
4442) x*=-40+13x b} x*4x=-33
4.45.2) 5x rxa3=4x*45x 0 b) 5%
4.46.8) (+3{(x- 2)+(x+’?) -3x-10=0

4.47.2) {(x-D(-200-3-(x7+ 3 (x-5)42x-33=0

une) kvadratne Jedmcsne (}ednadzbe)

c) X 12x-3=0. d) x +3x 1T0==0
o) x-11x+424=0 & x -13x+42=0
c) X -4x 21=0 " d) x ~8x-20=0
c) X +10x+9~»~0 d) x +E X+24=0
¢) x+7x+2 0 d) X +6X-78=0
c) X0 x»17 =0 d) x* +1 Ix+30=0
c) 3x SSxE7820° d) 2x74x-3= 0
¢) 9x -12x+4=0 d) 9- %Ox+75x =0
c) Ax*=3-4x dy 49x%° w3 14x
2x43=4x" +x+21 €) 5x+20=3-x T13x
b) (x-5)"+(3-x)" 4(x+5){3 “X)-48= (x+ ¥
by (x- m) S2X{ XTI =0

2 - 117 (6x - :
4dga) E._ 2% _3x-10 b (x l)._(x. 1;) g a3
6 3 4 10 5 2
4 49.a) B 114 Lo 211 65X b) S-1)_ x 10
X 7 8 10 «x
z 44
4.50:a) E+~§—V4L frrm 3 b) et 2
O £ 2t vi -1 wy-1 v+l
S 2 x-2 B I8 Jat = 8,
451.2) X2 X _ 4 by 3e—1 - =2 7
x+1 t—x  x—t X+2 2-x x7 -t 27-,\
z 32 1 i ]
452 = 3 S S S
G-z 10—z — 16z + 60 z+1 z+2 2=} 22
L. 2% 20 x48x420 x744x+6 X +6xE12
4,53 % e — _ =0,
x+1 x+4 x+2 x+3__
456.0) j_:z 1 2x-1 by Bx 6 L9

e xl xtl Xt +1

4.55.a) (x-16x)-2(x*-16x)-63=0

4.56.2) ( ! ) L S
x-41 x+41

A457a) (x4x45Y-00-1)(x-3)=4
10

4.58.a) x° w4)_+—w-———~
x* —dx+ 5§

=72

x+1 x74—3x+v’7 x—r2
b) & e PO NIRRT +3x+9) ~36= O

b) H“] Blx "i“__?’) 200
7 : 7
b} (x2 x4+ 1) +x+§2):12
| 2
h) e - : = 6

x2—2x+'2 x2~2x+'3 a2 4

Rijediti slijedece jednadine uzimajuéi da su parametri k031 se u njima javljaju -
réalni bl’DJBVl za koleje_;ednacma definirana:

4.59.2) x*-Sax+6a’=0
4.60.8) ay-(a+1)y+1=0

- b) x‘—2m_x-l—_rn'—- n'=0-
b). y2~2(1n+n)y%41ﬂn:0
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: . 1
461 —Son=b e oy X
x—b a—x _ x-a x+a 3
4o ol 1L B —Salf i g
a+b-rx a b x x+a x+b x+c
163.) x+m' x+m by [ &% _8'(5}*; 1520
X mj 2 KX Ax=b Lx—b
4.64 %  omP+2n N N x .
m+2n+mx+2m X+2 mAn x+2
465 x o ex3 1 x
: _ ax—3a ax-3u-bx+3b 3-x a’-gb
ag6r Ao Eo L o et
@ +ab ax+3a x+3 ax+3a-+bx+3b
a a-1
4.67 *a) e =1 b} ax(bx-ayc(a-bx)=0
- b-x B-1Yx*
4.68.% S R S 'S

x#+a+b. x—a+b x+a-b x—-a-b

4.3, Diskrinél’inanta i ispitivanje prirode rjefenja kvadratne jednadine

. |Jednagin

Ky X ﬂ:Lt kon}unﬂann-kompleksm iam}ew

I?iacunal] dzsi\nmmantu b date kvadratne }ednacme

4.69.2) X 23x5=0 . b) 2x7-x-1=0 ¢y -x +2x 3e=0 dy -2x x+6=0
4.70.a) x +10x~%~2‘i =0 b)Y -3x7 +?0xw4‘3 0 <) 8x7+5x+ii =0 d) 7x*-11x-22=0
471.a) x° “3ax- -a=0 b)) mX-Zmx42=0 ¢ 4xSmx+m-2=0 d) -3x% -ax-2a+ ]

isp:tu}um diskriminantu date i\vadratne )ednacme odrediti privodu n@emh rieSenja

4.72.a) X +x—1 =0 by 2x%° %= -3=0 c) Sk’ 4x+5—0 d) x +2x+10= =(}
4.73.2) 2x7 -2x-3=0 b} 4x +243x=0  ¢) 2+x+4x7=3 d) x7-3x-3=x
4.74.a) 3% +4x+9 0 b) x? +Hx+49=0  ¢) 12x"+4x-1=0 4} 9x7 -12x+4=0.

4.75. Za koje vruednoc;u parametra ¢ jednalina x +?x+c 0 ima jednaka rjedenja?
4.76. Za koje vrijednosti parametra ¢ jednaina 3x’ _+x-c=0 ima realna riefenja”?
4.77. 7Za koje vrijednosti parametra ¢ jednadina 2x-8x+c+10=0 i ima realna i
raziiCita rjeSenja?

4.78. Za koje vrijednosti parametra m Jednacma 4% +X+9m-0 ima realna
rjefenja?

4.79. 7z §<01c wx_}ednoslz parameira m jednadina X —2x+3mm{} nemc} realna

- rjefenja?
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4.80. Za koje vrijednosti parametra b Jednacma 2x* +bx~i~2~0 ima jednaka (i
" realnay rjefenja?
4.81. Za koje vrijednosti parametra n Jc,dnacma 3x*nx+1=0 ima jednaka
rjefenja?
4.82. Za koje vrijednosti parametra k jednadina x*-2(k-4)x+k’+6k+3=0 ima dva
jednaka korijena ?
4.83. Za koju vrijednost parametra.mn jednadina x*-5(m*-4)x-2m+3=0
@) ima suprotna rjefenja (korijena),
b) jednorjeSenje jednako nuli.
c) U siudajevima pod a) i b) rijesiti jednalinu,
4.84. Pod ko_pm usjovom za racionalne koeficijente a, b ic su rjedenja jednadine
ax“+bx+c=0: a) racionalni brojevi b) iracionalni brojevi ?
4.85. Ne rjesavajum Jednacmu ukazati koja od njih ima racaonalna a koja
1racxona1na rjeSenja:
a) Tx49x+2=0 b) x%6x- 1{}—-0 ¢) x-6x-16=0 ) 7Tx*+10x+3=0 "7
4.86. Za koie cijele vrt_}ednosn varijable a su rjefenja jednadine
ax +{2a-1)x+a-2=0 racionalm brolevﬂ
487.%F Akosua, bi ¢ realni. bro)ew dokazati da su rJeC;en;a jednacine
x4+ 2ax+a’-b < =0 realni brojevi.
4.88.% Dokazati da jednaéina 3x™+2(a+b+c)x+a"+b +c¢*=0 nema realna rjesenja
ako
st a, b i ¢ medusobno razli¢iti brojevi.
4.89.% Ako su a, b i ¢ duine stranica trougla, rieenja jednacine
. b (b e a e =0 su konjugirano kompleksni brojevi. Dokazati.
4.90.*% Date su kvadratae jednadine W E2x k=0 .
a+ke +2x+k)—2(k D +B=0 u kojima je k realan parametar. Dokazati da za
proizvoljnu vrijednost parametra k jedna od ovih jednacina ima reaina, a druga
konjugirano-kompleksna rjeenja. Za koje vrijednosti odk obje jednacine imaju
dvostruko realno rjelenje? -

4.4, Normirani oblik kvadratne jednacine (jednadzbe).
Vieteove formule

Ak{)]e o

S ,\'l ; .X2 =—n, ()di'lQSﬂ_Q, x; -‘._—_)"—2 . TR TR Y .(}(f”'()‘g‘ﬁ()’ X, zx: e

f"cgent kvadr amog (:Eana ge{in:ik }edlmcr kazemo da ;e kvadramaje 'na

X Vol
_ ;}tscmo X +;}X+q—0, edje Je p = q SR
a g

normiran

Zd rj"egalﬁa Kys Ky normn‘aﬁe kvadratne jeénaéine‘-vmed: formula:

Vietove for mule Veza 1zmedu rjesema i koefulenata kvadrame iednacme d"mjc
foxmulamﬁ . : o = ; ;
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Nazpisatl datu jednadinu (]ednadzbu) U normiranom obllku

491.a) 2x 6x+1()-0 b) -x +’7xﬂ6 0 ¢y 4x* +8x+15 0
492.a) 61x*+6x+11=0 b) 7x*+12x+77=0 ey -100x%x+1=0
NapiSl zbir rjefenja date jednacme
4.93.2) x-10x+18=0 b) x 2434x-19=0 c) X266x-1997=0
494.2) x*-x+1=0 b) x*-88x-3=0 ¢} x2+2000x~-1997=0
Odl’editi proizvod rjedenja date jednadine: :
4.95.a) x’ 2 0x+4=0 b) x +669x+£9—0 c) x§+1998xwl999:ﬁ
4.96.a) x-82x-11=0 by X +69x+92=0 ¢} x+2000x+1998=0
4.97. Odredm zbir rjesenja kvadraine Jednacme . :
a) 2x-10x+30=0 by Sx™+15x+17=0 c) 20x"+60x+33=0
4.98. Odredtts proizvod r_}esenjajedﬂacine :
a) 8x+43x+16=0 by -2x*4+67x-66=0 c) 6x+117x-30=0

Odred1 zhir [ proizvod r;ese,nja date kvadratne _]ecinacmf:
4.99.a) >\ +884x+222=0 b) x ~55x4+76=20 <) ax* +4x+87 0
4.100.a) x? -44x-77=0 B X7 -(m-Dx+19=0 ¢} 2mx>#4(m-1)x+3m-1=0

Napisati kvadratnu jednadinu koja ima riedenja: _
4,101.a) x;=3, £,=1 by =3, x=4 ) w=-2, =4 o d) x=T, x=-0
4.102.a) =34, xo=0 b)) =i xe=d ) xp=-1, xeEma3 ) xo=mel, mme]
4,103 8) x =241, =241 b} - x;=-3-21, x;=-3+21

¢ xy=1+51, xa=1-5i dy  x=4-21; xo=44+21

41040) x, =2+42,x,=2-+/2 b) ¥, =~ —~3,x, == 3
5+2 ' C3+2iy2
4.105.a) xﬁ,:m%—“/—;——a— b) x,,=3+5J2 o) VI_Z:LEL‘MC

4.106. Jedno rjesenje kvadratne jednatine x *x-12=0 je x{=4. Ne koriste¢i

: formuiu za rjeSavanje kvadratne}ednacme odrediti drugo t;esen_;e

4.107. RjeSenje jednacine x-6x-7=0 je x;-? Odredi.drugo 1_;656“]6

4.108. Za koje v!a;edno:t; od k jednadina x°-7x-+k=0 lmajedno rjefenje x=-27

4.109. U jednatini 2x>11x+m=0 odrediti vrijednost parameua m ako za rjefenja
jednaline vrijedi 2x, - x>=2.

4.110. Za koje vrijednosti parametra a je jedno rjedenje kvadratne jednatine
15 ;
X2~ZX +a’=0  jedmako kvadratudrugog,

4.111. Rjetenja kvadratne jednadine x*+9x+14=0 su x; i X Ndplsatl
kvadratnu jednadinu &ija su r}esen;a xy 1 g

4.112. Sastaviti kvadramUJednacmu ¢ije je svako rjedenje za'tri vece od
odgovarajudeg rjefenja jednading X" +6x+8=0.

4.113. Sastaviti kvadratnujednacmu cUeJe svako rjeSenje za dva manje od
odgovarajuceg rJesenJaJednacme X x4 4:20,
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4.114. Ako su x; 1 %o rjeSenja kvadratriejednacme X —5x+11_{} odrediti
a} x +X22 : b) X1 -X7 C)’ﬁ XA +XQ
4115 Akosu x; i Xy, rJesenJa kvadratne Jednacme X +px-rq—~9 pomodu piq
iZraziti - a} - X PEX2D o b). xiexo” : c)*q X13+‘i73
4.116. Akosu xi Xz, ?jes&n_]a kvadratne jednadine . ax +bx+cn-0 pomocu abic
izrazitic a) x4 b} x; —x22 cy¥ 'x1 X"

Rjesenjajednacme X’ 3x 10=0 su x; 1 Xz Ne rjesavajuc1_}ednacmu odredits

4 117.8) XitXs b) x;xz ¢l oxy” +x7 d) x; o

4.118.3) (x;- Xa) ) ks c) X Xy d) (K;-Xw)

4,119 Nekasuo i B~ rjeqenja Jeénacme X* 5x+3=0. Sastavst: kvadratmi
Jednatinu &ija su rjelenja 0425 i 20f.+§3

4120 Akosuo 1 § rjcsemajednacme ax’ +bx+e=0, éﬂbtd\ iti kvadratpu

1 .. 1
jednadinu ¢ija su rjefenja o +— i B+E'
e
4.121.U jednadini 3x” +ax-2=0 odrediti.a tako da za njena rjedenja vrijedi
T -
X FXa =
9

4.122. Ne 'rje§a\)zl_jtzéi kvadratou jedna¢inu (m-2)x” =2{m-1)x+m=0 , odredi

f 1 5
b
x° x4

parametar m tako da njena rjefenja zadovoljavaju uvjet

4.123. Ake su koelicijenti a, b i ¢ kvadrate Jednatine ax’ +hx+c=0, racionalni
E)ro_]ev; a i B njena rjefenja, ne rjesavajuci jednading dokamti da je izraz
o+ o BroB P racionalan. -
4.124. Akosu ¢ 1 B rjefenja kvadratne jednacme $ 1aczonalmm koef'agentnna
$pxr+q=0, dokazati da je izraz oi+a’B+o’f +(x§3 +8% racionilan.
4125 Akosu x;i xs rjefenja kvadratnejednacmc .x -5x+3=0, sastaviti
kvadratnu jednadinu éija su-rjesenja %" 1 x3™, ';
4.126. Znajuci da su x, i xs rjesenja kvadratae jednadine x’ pXEg= =0, sastaviti
‘kvadratnu jednadinu &ija su rjefenja: i
A T+x i 14x, B x7iox o Zori 2o
l; . x:

4.127. Znaju¢i dasu x, i x, rjeSenja kvadratne jednadine x3 +px+q~0 sastaviti
kvadratnu jednading &ija su rjeSenja:

R 1 X . X

a) x+— i xo4+— b i 22 <)

T Xy X ;S + X,
Xy X X, X Xt X, Xy

4.128. Rjefenja jednadine x +px-+q=0 sa x,i x2. Ne rieSavajuéi jednacinu

-2 LR
e .. . At X 2 X
odrediti vrijednost tzraza xz"( T Xy )+ X { Lo x, }

Xa £

'_-'4 129. Odiedlil koefacueme P q 1rjeseny1 X1 Xo k\adratnejednamne

X +px~i~q—{} akosu X+ 1 xgp+i rjesenjaJednacme"x -«p x+pq = 0.
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4.130. Za Koje vrijednosti parametra m jednaline X' +mx-2m=0 i x*-2mx+m=0
imaju zajednicko rjesenje? ,

4.131. Ne-rje$avajuéi jednainu x*+px+g=0, sastaviti kvadratau jednaginu &iji je
jédaﬂ korijen (rje3enje) jednak zbiru kubova korijena (rjefenja) date
jednadine, a drug} korijen je jednak kubu zbira tih kon ;ena

43132, UJedHﬁCiHl x-x+m-1=0, odrediti m tako da bude X,* + x;°=7.

4.5, Z}naé:i rjeSenja kvadraine jednaCine (jednadzbe)

Nc rJE)S&Vd_}UCE kvadratnu jednadinu odredi znake njenih rjesenja _
4.133.a) xv —4x+1—0 b) X4x-11=0 ¢} 2x%3x-7=0 L)) 3x “ix+1=0
4.134.2) -x-x#1=0 b)) 12x%44x-1=0 ¢) 9x*12x+4=0 d) 4x*+Tx+3=0

4.135. Sastavijednu kvadratnu jednadinu koja ima pozitivna rjefenja.

4.136. Sastaviti jednu kvadratnu jednadinu koja ima negativna tjefenja.

4,137. Napisi jednu kwadratmuednacmu ¢ija su rjeSenja suprotnih znakova pri
¢emu je negativno rjeSenje vede,po apsolutnol vrijednosti,od pozitivaog..

4.6. Pfimjéna kvadratnih jednacina (jednadZbi)

8. Pl()lé\f()d pelovmc i tre¢ine nekog broja je 54. Odrediti taj broj.
9. Proizvoid pennel Sestine nekog blO]a_]ﬁ 120. Odrediti taj broj.
0. Ako se neki brojza 2 uveéa’i za'$ umanii, tadaJe zbir kvadrata tako
dobijenih brojeva 65. Koji je to broj? -
4.141. Zhir cifara dvocifrenog broja je 8, a-njihov proizvod je 15, Koji je to broj?
4.142, Zbir ciftira dvocifrenog broja iznosi 5. Kada se on pomnoZi brojem: koji je
sastavljen od istih cifara u obrnutom redu dobije se broj 736. Koji.je io broj?
4.143. Jedna cifra dvocifrenog broja je dva puta veda od druge. Suma kvadrata
ovog dvocifrenog broja i broja koji se dobije zamjenom njegovih cifara je 4034,
Odredid dvocifreni broj.
4:744; Odrediti dvocifreni broj ako je cifranjegovih jedinica za 4 manja od cifre
desetica 1 ako je proizvod broja sa zbirom njegovih cifara jednak 306,
4,145, Kvadrat zbira dva uzastopna priredna broja je za 612 veéi od zbira njihovib
kvadrata. Odrediti ove brojeve.
4.146, Proizvod dva uzastopna prirodna broja je 240. Koji su to brojevi?
4.147. Zbir kvadmxa dva uzastopna paifia prirodna broja iznosi 34, Odrediti ove
brojeve.
4.148. Zbir kvadl ata dva uzastopna neparna prirodna broja je 290. Koji st to
brojevi.?
4.149: Zbir kvadrata dva uzastopna prirodna broja j }e 113. Ko;: su 1o brojevi?
4,150, Zbir kvadrata tri uzastopna parna broje iznost 200. Koii su to brojevi?
4,151, Razlika: ku%)ova dva uzastopna prirodna bFDj&jG 1387. Koji su to brojevi?

—\h-lh-h )
£

.
|
N
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4.152. Ako se svaka stranica trougla produZi za isti vrijednost, dobivaju se stranice
pravougiov trougla. Za koliko treba pmduzm svaku stranicu ako su one
a=]1, b=3 i c=57

4.153. Ako se svaka stranica trougla produZi za isti vrijednost, dObIVﬁJL‘: se stranice

pravouglog trougia. Za koliko tréba produziti svaku stranicu ako su one a=10,

b=11ic=197 )

4.154. Povrdina pravouglog trougla je P=30 m¥’, a hipotenuza je ¢=13 m. Izralunati

katete trougla.

4.155. Povr%ma pravougacnika je P=50 m,a njegov obim iznosi 30 m. Izradunati

stranice pravougaonika.

4.156. Dijagonala pravougaonika je d=13, a stranice mu se razlikuj ju za 7. Odredit

stranice pravougaonika,

4.157. Broj dijagonala konveksnog poligona 3est puta je vedi od broja njegovih

stranica. Kojl je to poligon?

4.158. Ako se udvostrufi broj stranica konveksnog poligona, broj njegovih

dijagonala se poveca za 30. Odrediti broj stranica poligona.

4.159. Kada se ivica kocke smanji za 3, zapremina kocke smanii se za 117. Za

koliko se smanjila povriina kocke?

4.160. Vrhovi romba su srediSta stranica pravougaonika. Stramca romba je a=8

cm, a povrdina P=36 cm’. Odrediti stranice pravoug gaonika. ~

4.161.* Duzina osnovice jednakokrakog trougla je a. U trougao je upisan kvadrat

¢ija je povriina n-ti dio poviiine wougla. Kolika je visina trouciar’

4.162. lzvodmca kupe (s) je za 2 'm duza od radijusa baze. (r) Ai«.o Jje povriina

kupe P=24n m" , izralunati visinu kupe.

4.163. Bazen moZe da se puni kroz dvije cijevi razli¢itog presjeka. Kada bi se

bazen punio samo kroz $iru cijev. tada bi se napunic za § satt brzé nego kroz u3u.

Ako se obje cijevi otvore istovremeno bazen se napunj za 6 sati. Za koliko sati

svaka cijev posebno moZe napuniti. bazen?

4.164. Kroz dvije {otvorene) cijevi bazen se maze napumt; za 3 sata. Kada se

bazen puni samo kroz prvu cijev potrebnoe mu je 8 sati vife nego 2a punjenje samo

kroz drugu cijev . Za koliko sati ¢e svaka cijev sama napuniti bazen‘?

4.163. Dva, automobila udaljena medusobno 320 km, kredu jedan drugom u susret.

Prvi automobi] ima bizinu za 16 km/h veéu od brzine drugog. Prvom automobily”

potrebno je 3 sata manje vremena da prede polovinu puta nego drugom da prede

cijeli put {od =320 km). Odrediti brzine kretanja oba autormobila. 7

4.166. Dva vozada (A i B) krecu u isto vrijeme. Voza¢ B prelazi svojim vozilom

20 km/h vide nego voza€ A. Put od 480 km vozad B je pre3ao za 2 sata prije vozaéa

A. Kolika je brzina wozala A7

4.167. Po kruznici obima 1000 m krece se tacka M stalnom brzinom. Ako se bizina

tatke smanji za 5 m/s vrijeme za koje tatka obide jedan puta kroZnicu poveda se

za 10 sekundi. Kojom brzinom se krec¢e taéka M po kruznici? '

4.168. Snagom svojih motora brod se kreée brzinom od. 50 km/h. Rastojanje od

495 lum brod prelazi dva puta: prvi puta se kreée uzvodno , a drugi puta nizvodno.

Krecudi se uzvodno bilo mu je potrebno dva sata vife vremena nego kada se kretao

nizvodno. Kolika je brzina kretanja vode u rijeci? ‘



4.169. Ako s¢ iz kola struje u kome je napon U=220V odstrani otpor od 1
(oma), jadina struje poraste za 2 A (ampera). Keliki je bio otpor u kolu na
pocetku?

4.170. Ako se u kolo stmje u kome vlada napon od 220 V uliucz otporod 50 |
jadina struje se smanji za 22 A. Koliki je pocetni otpor?

4.171. Roba ¢ija je cijena po jednom kilogramu a KM, pojeftini za p%, a za neko
vrifeme, pojeftini jo§ za p% i tada ima cijenu b KM po jednom kilogramu.
- Odrediti p. (Uzeti, specijaino, a=2000 KM, b=1200 KM).

4.7. Kvadratni trinom. Rastavijanje na linearne faktore (finioce}

fakiore n § _.edeca naéln ax +bx+¢ B(X XL}(A X«)

Dati kvadratni trinom rastavi na linearne faktore (&inioce):

4.172 a) x-3x+2 b) x-6x+5 ) xMTx+6 d) x?--30x+9
4.173.2) ngloxw b) x1+7x»]5 ) -x +vxT35 &) =x +x+42.
4.174 .a) 8x‘+10x+3 by x-25x+114 ¢} Ex -1-x—3 d} 3x )
4.175.a) 2x*ax-a’ b) X% 9dx+a' c) ?_a X +abx- b d) 24° Sdbx-:-ab X
4.176.a) 4x —7bx+db 4’ b) 2270 leb{’) m-b}x-x ¢} Zabx’+{2a’+2ab- 3b )x+’)a -3ab
4.177.0) x"-ax-6a® . b) abx’-(a’+b’)x-+ab ) c} a ab 2h*
Si\'s‘atiti date raziomke {za one vrijednosti varijabli za koje su definirani):
—6a-+9 a’ -4 Sa’ ~5 a = Ba 9
4178a) ———— b) —(——— 41790) — - b) —
al -9 a” +4a 4 a” +2a+1 a —9
4180.2) - a’ —4 b) 105" 1000 x'-dx+d
a’ +da+ 4 £* = 20x+100 205" ~80
a’=3a+2 . a*=3a-10
4.18l.a) —m b) 5
a +2a-8 Za® +3aq -2
4182.) 2a” —8a—90 b 57+ b= 257
T 30 £36a+105 - 7 x? +9bx+14b7
3x —5ax—8a” oo2x? —3ax+a2'
4.183.a) g by
2x“+3(4x+a“. 3ax =~ x° - 2a’
4184.7) —-2x-12 b 5x%—=2x-3
C o 3x% e x -10 : 5x% +3x
n+2 n+i " _n+2 nt! it
AT - x X" + 64" —~13x
4.185a) nl_m o i b) 3 '__xn
52

4.186.a) x? +-(ﬁ—-[)x»~ﬁ- : B x* —{(2a —b)x+-a2 - ah
3x% + (Bﬁ + I)x—i—ﬁ x? —ax+ab b’

4.8. Kvadratna jednalina < razni zadaci

4.187. 7a kOje vrijednosti varijable x dati izraz nije defxmsa;n:'

2) 2x% +7x b 3 Tx* - T7x
Xt +2x-15 174t © 53 =
X ._ Sx+12-2x" 3x7 +14x+15

4.188. [zvrSiti naznadene operacije sa racionalnim izrazimas

2 (zx-—?) Ck43 3(m}
x L2x—3 %’ +4x+3

LR _ .
b (xo 6x:}_3__xq 6x+8 (o -3042)
kx'-7x+10 X7 —=5x+4

4189 . x;v-S N _ 1 ‘x“.—7x-8
XM xT—x -1 x*-9x+8§ Tx—7

Rijesiti date jednadine (;'ednafdibe)":

5
-3 x. Sr=6 5 2% .
4.190.2) S =2 B S . ok
(w=2Yx—4) 24 x - 6x+8 Dol =23 (a-Ta-3)
: P=8x+16x"  1+8x4+16x" 64’ - 1657 —4x+1
4.192 %) Sx 4)\ 5 5 b 2x SR 5a°
27 —x l a1 ’)Hl CoxA+bh, dxeb _4(};3 M-J;Q)
2 l . 3 Lo -
4.39350) g por—=1. b)) — Bep Ty Ly
Py s S S S X7 2x T -34-5% xt sy 5
4.19452)  (xx)-3(xPx)+2 = 0 o) — 5 = (= D+ x?
X —x+1
419553 [ —2x) ~2(:-D?+2=0 by dx? +12x 424 B gy
X x"

4.196.% Za koju vrijednost realne varijable m je kvadratni trmom ke “kx+(k-3)
potpuni kvadrat?

4., 19?1* U jednaéini 2{mx-1)= m{2.x- 1)* odrediti realni paramelai m.tako da
vrijedi:

E}i) Jedno rjeSenje jednagine jednako je nuli. b) Jedno I}esenJeJednacmeJednakc_je
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¢} Rjeenja jednacme su ;ednaka d) Jedno jedenje je dva puta vede od
drugog,

¢y Jedno rjeqen;e je za dva veée od drugog.

f) Zbir rjedenja jednacme je Cetiri puta veci od njihovog proxzvoda

4.198.* Akosux; 1 X rjesenjajednacme 3x -2x+5=0 ne Uesava_;ucuednacmu

2 2
X X
1 + 2

+x, T4x

odreditt vrijednost 1zraza:

R;jesn:s date jednagine (_}ednadﬂ)e) _

4.199.% a) x*+6 x| +8=0 b) (3) =13 o) Gerly=lxe3]
4.200.% ) | -x %] | =xPa1 by |x%3x2 [=3xx32  ©) |2xx01 | =2xx eS|
4201.% a) {31 | =Ix1+1 B) |x%5xa6|=5xx"6 o) | 5xx™-6 [ =x>5x46
4.202.% a) x4! ix+’%l—8 b) x+2x-3 | x+1 | +3=0

¢) X -dx+3 |+ X5x46 | =1 :
4.203.* a) (x+4}(x+5)(x+7)(x+8)—4 D) (x+ DX x43Nx+4)=120
4.204.* Ko_;em mtervaiu prlpada parametar m ako oba rjedenja jednadine

x -2mx+m’ -1=0, pripadaju intervalu {2 419
4.205.F Za kojé vri Jedﬂosu parametra a kvadratne jednagine X -{a+2)x+6=0 i
XM (2at])x+10=0  imaju zajednitko rjeSenje.
4.206.%* Napasat; iwadlatnu )ednaunu ¢ijarjedenja x, 1 %» deOVOUanﬁl uvjete:
: XXy X]“I*X') m6&+7 . X1Xo —7(}\}"‘ X7}+4 0.

4.207.% Ako su x;1 %, uesen;a kvadratne Jednacmex +px+q——0 dokazati

ekvwa%{.ncuu (X2 =3xy) & (%p -16q=0).
4.208. "-"Dokazéit% da za rjeSenja x, L x, kvadratne jednadine N—ax4a=0
IZML"X 2 2(x, + x, )
4. 209 * Naptsa’tl l\vadramujednacmu &ija su rjesenja za jedan veca od k\ adrata

riesenja jednadine (a-1)x7 -2(a+1)x+a-2=0 0dJe e a realan parametar.
4210.* Ispitatt tjedenja kvadratne jednadine (mr’%)x ~2(m- 1)x+m+5 =0 za razne

vrijednosti realnog parametra m.
C 42 Od:edr_u realan pararnétar a tako da sva rjedenja jednadine

vrijedi ne3 edndkost X

xt a,\z —ax-—1=10 pripadaju skupu realnih brojeva.

5. KVADRATNE FUNKCIJE

' ,,Gi_ afik Kvac__iiraj

Po]oza parabo}e u zav;snostt od koefi cgenta kY dlsknmmanle
na vom Jsm slikamma. Posmatra;ua navedene grafi ke mozemo odred

5.1. Data je funkcija f(x)=2Xx"X+5. Odrediti IR f{ 1yi f(2).
5.2. Ako je f(x)= 4x*+2x+¢, odrediti vrijednost varijable ¢ ako je:
A f) =5 b) (1) =-1 c) f(-3)=40
3. Ako e (1)=2, f(?) 0 1 f(3)=-4, odrediti koeficijente a, b i ¢ kvadratne
funktlje f(x) = ax’+bx+c.
5.4, Odrediti vrijednost &lana ¢ ako grafik funkcije y=ax’+bx+c prolazi
tackom M(0, -3).
5.5. Odrediti vrijednosti koeficijenata b i ¢ funkcije y=x"+bx+c ako nJen grafik
prolazi talkama A(—4 0y1 B4, 0. -
5.6 Data je funkcija y= =ax”. Odrediti:
a) Nule funkcije by Tok funkcije ako je a>0 ¢y Tok funkcije ako je a<0
5.7, Sklcn—a] gralike funkceija;
a) y=x" b) y=2x" ¢} y=5x d) y=0,5x"
5.8, Odrediti tok funkeija iz prethodnog zadatka.
59.%a koju vrijednost varijable x svaka funkcija iz prethodnog zadatka ima
najmangu, a za koju na;vecu Vi Uednost‘?
5107 gklczraj grafike funkcija

a) ye-x© - b) y=-2x" ) y=-5x" d) y=-0,5x"




S0 Odredm tok funkcija iz preihodnog zadatka.
5.12.Za i\ow vrijednost \,dnjable x svaka fankcija iz prethodnog zadatka ima
najmanju, a za Koju najvecu vrijednost? :

Na 1:5t03 slici skicirati grafike datlh funkeija

5.13.8) y=X 27 b y=x 43 c) yxx§+5

5.14.a) y=x*1 b) y=x »2 Cy y=x ;6

5.15.2) y=-x"+3 by y=x>3 ¢y y=-x"+4
U xstom koordinatnom sistemu skicirati grafike funkcija

5.16.3) y=x" LB yexHd c) y=x>4

5.17.2) y=x" R b) y=x-2 E ¢l y—-x 245

5.18. Odredjt1 nule kvadratne funkcije: .
a) y=3x"-27 b) y=4x"-64 o) y=-2x7+32

5.19. Kohlujemdkmmum funkcije: .
a) y=-Xx “r1 b) y=-2x"+45 c) y=-89x7-2
5.20. Oduadltl minimum funkcije: .
a) y=x-7 by y=5x+2 _ c) y=399x"-12

521, Ispital Lke,m,me funkcije (za razne vrqednosz] parametra m):
a) y=mx'+4 b) y=(m-1)x’-3 -Cyy =mix 144

5.22. Nacrtati ﬁgmhke funl\uja , N
a) y=2x b} y=-2x7+3 ) y=-2x":1

5.23. Odrediti tok funkeija iz prethodnog zadaka,

skiciraj grafik date funkcije:
5.24.8) y=(x- 1y by yw{x—i)‘ : ) y=(x- 7)’
3252) y=(x+2) b) y= (x+3) <) yw{x+4}
5.26. Objasni kako se grafik funkcije y= =(x+m}* moze dobiti na osnovu grafika
funkcije y=x".
5.27. Nacrtaj grafik funkeije y= =x?, pa na osnovu n]efra na mmj slici, nacrtaj
grafike sh_;edec;h funkeija:
ay y={x-1)" b) y=(x+3) : c) y= (M~6)
5.28. Nacrtaj grafik funkeije y=-x7, pa na osnova njega, na istoj shm, nacrtaj
grafike slijedecih funkeija: ,
8 y=(x+3)’ b) y=-(x-2)" c) y=-(x+1)’
5.29. Odrediti koordinate fjemena svake parabole iz prethodnog zadatka,

5.30. U kojem intervalu data funkcija opada;

a) y=(x-7)* b) y=(x+1)’ o) y=(x-2y’
5.31. U Kojem mtuvaiu data funkcija raste? y
ca) y=-(x+1y" - b) y=-{x-5)° © o) y=(eRlly
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532, $ta | je rula funkm;e
a) y=(x+5)" b) y=(x-15)° ¢} y=(x+41)*?

5.33. Nacrtaj grafik funkcije y=x" ~12x+36 Sta je nula ove funkcije?

5.34: Odredlti koordinate tjemena pdrabole

ay y=x “rAx+4 b) y—x -6%-+9 . :' #C} ymx2+}0x+23
5.35 Nacrtaj g raflk funkcije y=x*, pa na 0SROVU niega siqc:raj raﬂke funkcga

a) y=(x-1)*43 b} y =(x+3)-50 cLoee) ye(x=2)Y 1
3. 36 Nacrtaj grafik funkeije y=2x", pa na osnovu njega sk1c1raj rdﬁke funkcua

a) y=2(x+3)"+4 by s 2(x—7) 7 .' c) y=2(x:5)"+2

5.37. Nacrtaj graka funkcije y=-x’, pa na c;snovu njega ak:clraj grafike funkcua
a) y=-(x-2)"+9 by y=-(x+5/-2 - AR o y= »(»3) -3
Odledltl nule date kvadratne funkc:lje

538.8) y=x-11x+24 -0 b y=x Oxkdd o o) y=X"+6X+3
3.3%a) y=2x"3x-5 b) y=3x"-16x+5 ic) y=5x"+18x-8
5.40. Ebplta; da'li data kvadratna funkcua imarealne nule:, :

a) y=x-4x-5 by y=x L4x+55 N RO -y:»x2._+2x+]}
5.41; Koliki je mdkx:mum date funkcije: ; I

a) y=- (x A4y 445 B) y= (,\H 212 9 y== (>c;+6} 4273
5.42.) y=-x"-6x-1 _ by y=-2x" HX- 5 Lo y= “3x5xt] 7

. i‘;{)lll\.l_]ti minimum date kvadratne fankeije:”
543a) y (x+1} 46 b) y={X-~ 3) ) cloy (x+7) +16 7

o 3dd g y =% X+ _ by y=2x* +3x-17 N o) y=Axtt2 7

. Odled;u ekstreme date k kvadmtﬂe ﬁmicr,ue _ L
5.45. ) y=x’+4x-2 b) y=-x 22x-4 L)y ?x 2212x-9

5.46.a) y=x"+16x+1 b) y=-xltdx+15 i €} y=-x" LiEx-14 .
5.47. Odredm koordinate tjemena pambo
a) y=x"+x+8. _ by y=2x" -%xmﬂ ] Y==3X X 45
Odrediti interval u kojem data funkcija raste: - S

5.48.a) ymx Bx+12 - b} y=-x +2x+%5 L o) y=40xT2 x4

5.49.8) y=x'-6x+8 b) yﬁ’?x -x-1 o) y=3x2x45
U kOJem intervalu data funkcgja opadd .

5.50. a} X +8x+19 T b) y=-x ~*~”?x4~35. T c) y=8x +7x 1

5.51.a) y=2x"+5x+3 b) y=5x* +x-6 _ L) yEx "$5x+7 7

5.52, Od; edi tacke presjeka date parabole sa x-osom: _ 3
a) y=x —7lx+90 § by y=xCH %30 - 1 e) y=5x21x-20
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. maksimam -3 ga x=-1.

5.53.0 kogq tacicl grafik daie funkcije sgecc y-osu: .
a) yw«x -X+25 b) y=-88x"+45x-2 ¢} y=-33x"+1998x+57
\Iacrtaj grafik date funkcije:
5.54.3) y=x>-6x+8 b} y—ZX “x-1
5.55.a) y=2x>+5x+3 b) y=5x"+x-6
5.56. Odrediti iok funkcija iz prethodnog zadatka.

c) y =-3x’ -2)(-1—5
) y=-2x"£5x+7

5 57 U koum mtervahma je data funkcua pozitivna: :
a) y“x 3x+2 b) ye-xt-2x43 ¢) y=2x"+5x-7 7
5.58.0 koum mterva]xmage data: funkcua negativna:
2) y—x -3x- 10 b) y=-x"+8x-7 ) y=x>-15x+44 2
5i59. Ispltaz; znaE\ slijededih funkeija: '
a) y=x ~4x+4 b) y=x2+4x+5 o) ye-x4x-2 .
5:.60.% kp}tau ank kvadratne funkcije za TAzne vu_;ednosu pauametra m
ay y =X +2rm(-:—2 S by ) = xM2mx+3m ¢ y =x-(m+1)x+2(m-1)

5.61. Za koje \J"rijedno'sti varijable m je fupkcija y= {(m-3) +4x+2 negativna u
cijeloj svojoj domeni?

5.62. Za koje vrijednosti varsjable m je funkcija y= mx -'7mx+m+ I pozitivhau
cijeloj svojoj domeni? 4
5.63. Odrediti koord;nate tjemena, nule, tafku presjeka sa y-osorn, a zatim skicirat ;
grafik funkcxje y= x*3x-4.

5.64. Odrediti koordinate tjeméena, nu]c tadku presjeka sa y-osom, a zatim skicirati
grafik funkeije y= -x"+9x-8.

565, Kvadr atrig funkeiju y=3x" 2_4x+9 dovesti na oblik yeal X0y +B a zatim
odrediti: nule, ekstrem, intervale MonCtonosti, amk:komdmate tjemena.
5.66. Kvadramu funkciju y=-4x"+x-3 dovesti ma oblik y=a(x+o)” +B, a zatim
_0c§1 editi: nulc, eksirem, ntervile manotonosti, znak i komdmaﬂ, {jemena.
5.67. Po planu prethodnog zadatka lspttat: funkeiju y—Ax 8x~i~3 i skicirati grafik
ove funkcije.
5.68.0drediti funkeiju y—ax'~i~bx"~c ako i jen grafik prolazi tatkama A( 1, -6},
B(G -3y, C, ).
5.69.0drediti funkciju y=ax™+bx+c ako men ﬂraﬁk prolazi tackama A(-1.2
B(-2, 9). C(-3, 22)
5.70, Kvadratii trinom  ax Lrbx+¢ napman u obtiku a{x+m) +q, a zatim:
a) naptsau koordinate ljemena parabole y=ax’+bx+c.
b) napisati formulu za najvecu (na_;man}u) vrijednost funkcije.
.5.71. Odredi vrijednost koeficijenta a tako da kvadratna funkcija y”ax —4x+3 ima
maksimum u tadki s o:dmatom 7.
5.72. U skupu funkcija y=-mx +{m n)x-n, m,ne R, Odledl funkct_ju kOJa ima

5.73. U skupu funkcija y:?.x Lk-Dx42k-3 ke R, Odl’f‘dl funkclju koja ima
nipimum za x=-1.
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5.74. Jedna&ina y=kx"-2x+1, ke R odreduje skup parabola. Odrediti skup tagaka
ravid $to ga dine tjemena ovog skupa parabola
5.75.%* Odrediti skup taéaka ravai 5to ga ine tjemena skupa parabola odredenih
jednadinom  y=x 23kx+2K°, keR.
5.76.* Napisati Jednacmu parabole koja ndsta_]e kada se parabola }HBXZ porjeri
za 2 jedinice udesno 1zatim za 6 jedinica navige.
5.77.% Napisati Jednacmu parabole koja nastaje kada se parabola y=-3x2 pom}er;
za 3 jedinice ulijevo i zatim za 5 jedinica na dole.
5.78.% Odrediti jednacinu parabole koja je :

a} osno simetridna s obzirom na x-osu,

b) osno simetri¢na s obzirom na v-osu,

¢) centralno simetriéna s obzirom na tjeme parabole y=2x"-6x+1.
5. 79 Obim pravougaonika je 8 cm. Izrazi povriinu pravougacnika kao funkciju
jedne njegove stranice. Kada je poviSina ovog pravougaonika maksimalina?
5.80. Obim pravougaomka je 40 m. Odrediti siranice pravougaonika tako da mu
povriina bude najvela.
5.81. Kraci qkupa jednakokrakm trouglova su po 12 m. Koji od ovih trougiova ima
najvetu povriiny 7
5.82. BEDJ 16 rastaviti na dva pozitivna dijela tako da suma kvadrata tih dge]ova
bude najmanja.
5.83. BE‘OJ 10 rastavi na dva sabirka tako daje suma njihovih kvadrata minimalna.

5.84. Akoje 2x+dy=1, dokazatidaje x7 4y’ 2%.

5.85. Nacrtaj grafik funkcije : a) y=|x>9] by y=lx*11 o) y=lx*1

5.86. Kako 1z<fieda grafik funkwe y=1 —{x~4)“+5[

5.87.#*Nacrtaj grafik funkeije a) v~§ x-dx| b) ye= ! xAx+3 | ) y= 5 X T+6x-8 E

5.88, Kvadratna funkcija y=ax +bx+c ima jednu nulu x=-1 i maksimum 3 za x=1,
Odrediti koefivijente a, b ic.

5.89.% Jednadinom y:(x73)1+m . gdje je m realan parametar,odreden je skup

parabola. Odrediti skup tjemena ovih parabola.

_ 5.90.% Sta je skup tjemena skupa parabola odredenog jednainom

y=x-2(k+Dx+k-3, gdje je k n,alan parametar”?
5.91.* Odrediti ekstremnu vrijednost funkcije y=x"-(m+2)x+m+5. Za koju
vrijednost
realnog parametra m je ekstrem funkeije jednak nuii?
5.92 % U kvadrat stranice a upisatt najmanji kvadrat. Kolika je stranica upisanog
kvadrata?
5.93.* Koji pravouglht trougao, &iji je zbir kateta 10, ima najmanju opisanu
kruznicu?
5.94.% 17 polukrug radijusa R upisati pravougaonik maksimalne povriine.
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6. KVADRATNA NEJEDNACINA (N
SISTEMI (SUSTAVI) KVADRA NIH NEJEDNACINA

NEJEDNADZBA) I

617:a) x%1<0 A x-4<0

NLJL,d;mcm'x ablika ax Trbx+csf il ax +bx+c<0, gd_;c bU '1 bic ma ]\()Ji rcalm bm}
w40, naziva se kvadrdina nejecinaéana (nejednadz%}a} s

6.1. Koji blO_}&Vl su nute k\rddrdll’lDG trinoma:

a) x°-8x+7

6.2. Odrediti znak kvadramog trinoma:
b) xS 10x423

al Ko tdx4

RUesm date kv adratne nejednadine:
b}y x +x<0
by 4x -x<0
by x+6x720
h) x’-4x20

63.a) x +2x>0
6.4, a) x+3x0
6.5.a) 2x-3x720
6.6. 1y x7-5x<0
6.7. ) x’<d
6.8, 2) x'<36
6.9.2) x-5x+6<0
6.10.a) x%8x+7>0
tha) 2x7+x-3<0

o) 25x%45x-12<0

6.12.a) 4x74+2x+10
6.13.a) 154x-8x<0

b) xedx- 5

b} x*>9

b) x’216
b} x-9x+20<0
by x*+2x-3>0

by -2x2+4x-630
b) Sx+x7-14x-220
x—2

=0

<O.

6.14.a) ;\’—3>0
x—4
R
6.150) L2731
£° A+ Zx+8
o) x.;—mx~i~§.§<0
x4+ 3x+7
6.168) -~
" =Tx+12
S e 130
¢) —=7
—4
60

cy -x™-10x21 d) x*x20

o) -xBx-16 &) -2xMH12x-18

¢} x*-2x>0 dy x*+7x>0

¢y 6x+5%>0  d) ~2x3-8x>0

¢) Hx+x"<0 d) x ~1~9x<0
o) X520 d) -xT+2x20

¢y x°<3 d) x° <8

c) 4x’<25 d) 9x°z16

) X 43x-10<0 d) -x*-7x-6<0

¢) X +4x-1220 d) x*-5x-2450

by 3x%-13x+14<0

d) 5x31x-28<0

) <34 0x- 10 d) Pedx+5<0

¢} S+x+x’-3x<0 ) x-x-1<0
2x—3 . 3y

¢) - >1  dy <2
) x5 ) x+5
b) x;+4x+5i<6
x°—=5x+6
2 ,
@ X +5x{7>0
~2x+3
-5
b) S -
x+Tx+10
& 2\"—-x~1>0
—887

Rijediti date sisteme (sustave) nejednagina (nejednadibi):

6.18.2) K-5x#6<0 A x225<0 . b) x+8x+7>0 Ax=1>0 ¢) 2%
6:19.3) x*42x+150 A x*-3x+4<0 - by X
0 80 A 2xPex-1<0
6:20.8) x-14x4+45<0 Ax®11x4+30>0 A 2x-3>0

b) x7x-20<0 A x*-2x-850 A 2x +x-45<0

b) x>9 Ax%16<0  ¢) x7-x<0.
7x:120 A X4x-250
2 4%-5<0 A XP-dx<0

Rijesiti slijedece nejednadine:

bY (x- D=3 X+T Y (x+(x x -+ 1)<0

k<O x4x0

B - . LT 9.
6212) 27l s0 ) g o X 35450 5 0275 <0
e x* -4 %+ 6x+8 o Zx=3 ; 9x —x-6
- Coxl 1-x
620m) X 22 o gy xalag 0L gyarl ol
X —2x+3 x 5+x_" 2 Fex x
623.0) 1 2o o oy BT g
8x" —3x+7 x? ——7x+1}0
_2_-_:,_ ___ 2 g 1
oy L ]<0 & Mﬁ_i_ﬁ)>o
‘ x* —3x+3 : T
6.24 % ) {(x+3HR-5Hx+2)<0 By (-4 +8)(x-1(2-x)>0
&) (3-0(er] D(x-5)(x+33)<0
6257 a) (X3 XAD(K-E (- -4x+ 11150

Odredit: definiciono podruéje (domenu) date funkc.;ijéﬁ:: ,

626m) ¥ =~x ~8l

by y=Ax+9 o)
6?Sd)j(k)wi. b) y= X A4x+3

—y C x+1

v =1 —xt

627.a) v =45, E'Zhﬁ_}?f b) Flx) = V—3x% +6x—3 c)éf(x):x/i:%'&\‘ — 5y

¢ flo)= JJ;:L

121

6 29. Za koje vmednost; parametra m kvadraina jednadina mx” +(_1 +3myx+m={)

a) ima realna i jednaka Ueqen;a
b) ima realna i razlidita riesenja,
.6} nemarealih rjefenja?
6.30. Za ko;e vagedﬂosta patametra m kvadratna jednadina
(-4 (1 mx+2ra-1=0 -
a) ima jednaka rje¥enia,
b} ima realna i razli€ita rjesenja, _
¢} ima konjugiranc-kKompleksna rjesenja" =
6.31.Za koje vrijednosti parametra a jednacina (a~7)x ~2ax+a-
riedenja pozmvnd‘?

1=0 ima oba

6.32.U jednadini ax ’(a+1)x+a+4 {} oda edit redlan pammetal a tako da rjedenja

jednagine budu negativna.
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6.33. Za ko;e vruednosti rea!nog parametra a kvadratna jednagina
2x%i(a +8a-1)x+a ~4a=:0 dmarjeSenia razli€itog znaka?
6.34. Odrediti Teatan parametar m }ecinacme -(m-2)x+1=0 tako dazanjena
rjstenja X i xo vrijedic X3 ixs” ima mlmmalnu vrijednost.
6,35, Ako st X; i %, rjeSenja jednacme x {m+1)x-m=0 , odrediti vrijednost
parametram tako da vrijedi x; Zexy < 0.
6.36. Odred1 reaiarz parametar I tako da za rjeSenja -x, i x; kvadratne jednaline

X +2mx+4 =0 vrijedi :

6.37. Za kOJu vrijednost parametra mie kmdratm trinom (m-1)x" -i—4x~+«2m
pozitivan za svako realno x?
6.38. Zakoju vrijednost parametra m je kvadratni trinom 2mx’-3x+m negativan
z4 svako realno x7
6.39. Odredm vrijednost parametra m pod uslovom da za svako x bude.
a)- x —7(4mw]}x+15m 2m-7>0 b) Xm0
6.40.% Za kole vrl_]ednostz realnog parametra m je funkeija
Fixd x* —4x+S . pozitivna za svako realno x7
(m +Dx? —3mx+m+8
6.41.% Odredita realne \ruednoqu parametra m tako da za svako realno x vrij jedi:
' T o8x+20

i’ +.2(m_+ Nx+9m+4

Rijesiti nejednacine:

6.42a) x:lx|-650 by lxdles o) [xRSxe6]>
6.43.%) |xtxl<3 by |xi+dx <2 ¢) |xaxa2| >3
6.44 %a) 1x-=«2x—1 152 b) x’+]4x [+3<0 &) 2+ Ix [-150

6457 Za-kéje vrijednosti realnog parameira m je data funkcija definisana za

svaké x: flx)= \/(m + 17 - 2(m + x + 3{m 1) (mw- 1)7?
6.46.* Datu nejednacmu 11_;05;‘[: za sve vrijednosti paljametra a
a) a;\ x-1<0 b)) 2% Zrax+3<0 ¢) x~2x+a>0 d) ax’ lrax-5<0

6.47.% Ispxiatl rjeSenja slijede¢ih kvadratm]uednacma
a) x' ’}mx+m 2 omi36=0 S b x -’7(§x 3x-(Sk-11)= O

<} (k—7)x (e Dyx- -(k+Ti=0 >
6.48.% Za ko e realne vrijednosti parametra k za svako redlno x vrijedi
x? —kx+ T P
_ PR TS :
6.49.% Odrediti skup vri jednosti (kodormenn) funkcije: )
: 3x7 Cxt 4 2x+3
@ f( )w b) fi»}mm = o fl)mes
+1 S XY X 5

' 6 50.* Daia je kvadratna jednatina fx) = ax2+bx+c ={ &ijasurjefenjaxy 1 X2 |
realan broj ‘0. Dokazati ekvivalencije: : '
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a) [(x,,xz e R} (x; < xz)/\(rxe (xg,xz))] = af(oc)< 0;

b {o<x sx,) {(bz-4ac.>.0)»\[af(o:)>O]A(—%>(x]}.

o) {n <x,<a) < {(bz—4acZG)A[af(a)>O]A{—%<a}.

6.51.* QOdreditj realan pardmetar m tako da se broj 3 nalazi izmmedu rjesenja date
jednadine: a) (m+4)x*-dmx+m-14=0 b)  mx>4mx+12=0
6.52.*% Za k(ue vrijednosti realnog paramelra m su oba r;esema date jednatine veca
od-3: a) x »2(m+l)x Am-T=0 by x 2 ramx-m+1=0
6.53.% Odrediti realan parametar m tako da se jedno r_}esenje jednadine
(TG (3ni-1pcrmi+3=0 | palazi izmedu -1 10 .

6.54.* Za koje vruednost: realnog. parametra m oba rjesenja jednadine

f(x)=dx"-(3m+1)x- (m+2) 0, pripadaju intervalu (-1, 2) 7

7. NEKE JEDNACINE (JEDNADZBE) VISEG REDA

7.1. Bikvadratna jednadina (jednadzba)

naziva s bikvadratia ]ednacma

adratng jednating se svodi fia kvadraini po nepomzuo; L...":‘ZI '

'Rijesiti bikvadratne jednaéine:

7.1.2) x“_16x2;_—0 by x%36x%=0 ¢ x"+49x’=0 d) +64x7=0
7.2.a) xf*+25x;=o by x™144x’=0 o) x*256x’=0 dy x"+169x°=0
73.2) xM13x7436=0  b) x%5736=0 o) x"5x7+d=0 gy X 17X 16:0

T4a) x-16x2-225=0 b) x*35x%36=0 c) x*-24x%25=0 d) x*63x%-64=0
7.5.8) 36xM13x%1=0 by 4x+7x*2=0 ¢} 81x"45x*4=0  d) 2x"-19x%49=D
7.6.8) x*3x%-4=0 b) x:10x%1=0 ¢) 4x*5x%9=0 d) 3x*+10x*+8=0
7.7.a) 18x%7x%1=0 b 4x4~5xz+1=0 e) x+21x%100=0 dy - 13x%4+36=0
7.8.2) x%(l+ab)x +ab=0 by % ~(a+b)x* +abm0 ) x' 16x rri X+ 16m’=0

7.9.2) X =9 +9m =0 b) x —4x -m X Hm'=0 ¢ x*x »a % +a =0

7.10.2) x*-2ax’+atbi=0

2) x*-2ax’ b) x13mx*436m™=0_¢) x*-2(a"+b ) +(a’b")’ 220
T.1ha) x(x-5){(x+5)-x"+25=0

b) xHx-A)x4)-24+2x (" +5)=0
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7.12.3) (xﬂ} 5(x+1} «1—4“0 b) (x-3)*-10{x-3) *10=0 <) (2x 13X 26(2x 14250
7.13.%a) 2x° -5x-5){x -5x+6)-158=0 b) {x X+ DK HR+2)-12:20

Napisati bikvadratnu jednadinu &ija su rjedenja :
714.0) %1542, X34=27 b} Xpo=tl, xaa=1N2 ¢} Xy p=t3, Xag=h5i
715&) Xg,gwjﬂ-, X3Y4—;"’_*'2§ b) Xl‘gzii, X3!4'_:ﬁ_3.l. S C) X}_z:‘i‘_{z-si}, X3‘4'.:ZEE (2+31)

Rijesiil jednacine: R 2
7.16.2) x*-5x7-36=0 b) «#5x36=0 o) x*-15x16=0

7178 x-54x +4=0 b Vx-84x9=0 o 23x7 5% - 88 =0

LS . -5 +1 4ix” -2 10 —!—iOX
718.0) — 9 +3(x +1)+x+2:0 b) 5 jc (x ) 5
x(x—2) 2 - x : X x-F1 )(,(X“FD X
2 Al 1) 2 ]
719, +1 +4(x01)+ g ~3+3}m 3
Ccat(x+1) a” x4+ x o oxt ozl

7.20. Suma svih rje$enja bikvadratne jednagine x*+pxi+q=0 jednaka je nuli, a
proizvod je jednak q. Dokazati!
7.21. Suma svib rjedenja bikvadratne jednacine ax +bx +c=0 jednaka je nuli, a

. C .
proizvad rjefenja jednak je —. Dokazati!
a

7.22. Ako je jedno rjeSenje bikvadratne jednadine 2, a drugo 5, napisati tu

_;ednacmu

7.23.% I\mka SU Xy, Xz Ko Ko, riefenja bl]\\'&di&iﬂﬁjt‘,dﬂ&(ﬁllk $
C(Am2)CHm =0 u kojoj je m realan parametar. Odrediti viijednost parametia m

ako je Xy=3xy.

724 Ko;z u\get mmaju !spun;axatl koeficijenti jednadine

ax’ +bx’ +ex’+dx+e=0, da bi se ona smjenom x=y+m svela na bikvadratnu
Jjednadinu po varijabliv?

a+b
7.25.% Pokazati da se jednadina (x+aY'+(x-+b)'=c , smjenom x= y-wg—"— svodi

na bikvadratnu jednacinu po varijabli v.
7.26.% Na osnovu prethodnog zadatka rijediti jednatine: ' _

8) Ok 1+ (-3y'=32 b} (x+3YH(x+5) =16 ©) (x-1)'4(x+3)'=82
7.27.* Odrediti vrijednost realnog parametra m tako da kvadratna jednatina
x+{(m+13x-2=0 ima rjeSenja x, i X, koja zadovoljavaju uviet (X;+x2)(x; +x5 N=7.

1

L (4Y
7.28.% Rijesiti jednadine: a) 2 + & =L by x° +(w] =17 -

-l—’)x 2 xP-2x+3 2
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7.2. ‘Binomne jednadine (jednadZbe)

Rijesiti (binomne) jednaline

7.29.8) x*-1=0 by +1=0 ) x°-8=0 oy x3427=0
7.30.a) x*-64=0b) x*+64=0 . e).27x7-8=0 S od) 27X+ =0
7.31.2) 8x-125=0 b) 64x>-27=0 «c) 125x3-§_—34320 d) 125x%-216=0
7.32.a) x*+8a’=0 b) 27x>a’=0" c) 64x° -27a =0 Cd) 8x*-729a’=0
7.33.a) x™64=0b) 64x°+1=0 ¢y 729x°-64=0 ) 4096x5-729=0

Odrediti sve vrijednosti korijena: Tl
7.34.0) W1 b) V8 ¢y V27 ) V64
7354 Y-27 by V-64 o V=216 - ) 3125

7.3. Neke jednacine treceg stepena (stupnja)

Prov_;erltl da li su dati brojevi rjesen;a date_;ednacme

7?6a} x+x’)~*G{i~,,_} _ b) xx+’)x+40 {0,~, }
7.37.a) 26-x-2=0; {0, 1, 2) b) n x+x+4 0 {2 1,1}
7.38.4) x-4x™+4x-3=0; {2, 3, -3] b) x+5x 7x—l4ﬂ0,{ 3}

Dokazati da SEUedeceJednacme nemauu Cjelobm;mh r;esenja
739 %) x +3;§ 42x4+1=0 by 4% 357 ex-5=0 c) X -7A +Ix+4=0
7.40.%2) x-2xM4x -4x41=0 by Sxtxt-3xMex42=0 o) 28 A e x 320

Odrediti preostala dva rjesenja slijedecin jednading ako je datd jedno riesenje:
741.a) x-3x#2=0, x;=1 b) x'+5x4+1820, x,;=2 <) x+2x3x-10=0, x,=2
7.42.4) 5x-4x-32=0, x,=2 by x'x'+2x-24=0, x,=3

¢} x-6x7+12x+335=0, x,=-5.
7.43.2) 1 x-15=0, x=142i b) x-6x*+13%-10=0, x,=2-

¢) x9x%+33x-65=0, x,=2+31. d) x-(3+22 X322 +1)x-9=0, x;= /2 i

7.44.Ako e dato jedno rjeenje kubne jednagine odrediti vrijednost parametra m i
preostala dva rjeSenju: '
a) mx’ +2x -x-2=0, ako je xy=-1.  b) 2x’ +mx’+13x+ 15=0, ako je x| =-5.
) X +2x +mx+2=0, ako je xy=-2. d) x 1%+ }x+m-0 ako je xj=-7.

745, Rastcwljamem fijeve strane jednaline na faktore 1gesmjednacme
a) X -7x-9x+63=0 b) 6x +2x -25x-50=0
¢) xX'+2x™13x+10=0 d) x*x%17x-15=0
7.46. Tragajudi za jednim rjeenjem medu faktorima slobodnog €lana rijesiti datu
Jjednaginu: ‘

2) X2Ce5xed=0 b)) 20eCAx-1220 ©) HH3x%5x43=0
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d) %3~x2+2x+16~0 €) 2% +3%-10=0 ) Sxta-3x 4x-2=0

7.47. Rijediti datc }ednacme
a) 3x S2CH2x4+3=0 b)) 3x-T-Tx+3=00 o). -2x3-4x2-x-15=0
d) x*-5x*-5x+1=0 e) 2x +3x7+3x+2_0 £ xdxx+4=0

7.48. deedm a, be Z tako da jednatina x*-ax’-x4b=0 ima. dva rjedenja: x§=2 i
xo 3 a zatim odrediti i trece rjeSenje x3.

74. Simeﬁriéne jednacdine (jednadZbe)

7. 49 KO_}U vnjednost mora imati parametar m da bi data Jednacma blla shmetriGna:
ay mx’ —_7’)g TR+ =0 by 2x° +mx L h6x+2=0 c) X *omx® 21x 1=0
&) 831 ma8=0  e) dx*-x+80x7tmx+d=0 £) 2 H(m-3)x-4x+2=0

RUesm date smetncnepdnacme C
7.50.2) x x+1=0 b) x4 Hx+1=0 ¢) x-4x*-4x+1=0
& X+ +7x+1m0 g) X HDCH2xHT=0 ) 434 3x-1=0
751.a) X +21X+2Ix+1=0 b) 6x-19x+19x-6=0  ¢) 2% +Tx 4+ Tx+2=0
7.52.8) 3% -4x 4x*-Tx+3=0 by 2% -4x +3x 3% 4x42=0
7530 23 3x42=0 b 3x Ak 1A HAx+3=0 ©) X +5x H2x +5x+1=0
= 3x+2 3 3 2 .
=x ¢y x"=3x"~x+3=0

2x+3
S 7550y a0 #xT —2x—8=0 b) xt-2x7 __((,1 —a-Nx+a’ —a=0

7.56.%a) 45°-8x7 13x +%4x E3x0-8x+4=0 b)) x"Ox T+ iax- 185 147 -6x+1=0

7.57.% a) ?x 6x 152 e 2= b} x 4xSe 10x"‘+4x3+ixo

7.54.3) x*eax3-4x-1=0 by
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8. SISTEMI (SUSTAVI) KVADRATNIH JEDNACINA
(JEDNADZBI)

Provjeriti da li je datl uredeni par (x,
v} rieSenje datog sisterna:
8.01.a) 2x-3y=11 (1, -3) b} 6x+2y- 6.(-2,3) <o 3x+y 5L (L -1

xy+3=0 : _ x+dy*=40 25" +y’=3
2 2
8.02.2) x-2y'=2 ,(2,-1 b} x +y -*’35 G304y o X Ily—4 {3,-1)
Xy+2=0 4x7y*=20 X +y =10
Rijesiti dati sistem (sustav) jednadina (;ednadzbs)
§.03.a) x-y=l b) 2>§+);~5 ¢) 3x-2y+4=0
-l 2= Ax"y'=15 Sy 4 5=0
sos P :21? 7 } ) xj ¥ :?1 l ' o 2x+3y-5=0
oy~ 4= XDy =] . x2+4_)«‘2—3.¥w220
. o 7 a
8052 7% 2} b Sx—3y~5=0] o +5v +2=0]
2xy=3 Say+2=0 5,\}’+8:0}
X+ v=8 . ]
8060 . b * } ) \X*‘P‘}WD‘L o S;—+6)A__:O]
-yt =16 X ~+~)'\:65J 3y +2\)+5\ ():OJ?
Xt y=6 -y l= '
87a) X )2 by X 1_‘, +1=0 ] . X+y-5=0 l
vyt =20+ 2)) 2 —xy+3y2~7x“32§=+130j o —ayyt =70

X—y=a l

X-l—_\,f:_a )"”".Xm,?..b .
8.8.0) . } b) | 5 FTITe
X7+ v :5@"}

xv=a’-b’

8.9.a) 41:"}’_"70 ) x+ty=2a | 2x+3y=a |
44""‘*4«1’,\?4“}’2:762} xZMZaz—f—yZ:zf ¢ )jﬁ.yzzgali
J
4 5 o2
8]03} '—'::Em-———*_":l ~ _..4_-_::% b} }*J\ﬂLA‘J _ N XW}*]“‘O
x y+1 x+5 y Ty y? y+io
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—x J:7
8.11.a) {xy )
xy+x—y=13

2 2
<k =g
8.12.a) {X Y i
xy=

8.13.4) x4xy+y=il
x-xy+y=1

8.14.a) 5xy+3x M57

8254 -3
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x?.__y."_:{}
b} z 2
x4y =4
. . ,
s =13
B) {x J
xy =1

C b)) xysxdy=l1

xPy+yx=30

b) x+xy+x=10

by Vi—i

—12=0

{x2 +y? =38
c)

xy=1

c)  Xy+x-y=3
Xy-xy'=2

c) X -xy+2y” WO

iny x’=81 yi+xy+y=20 2x43xy-5y"=0
§.15a) x° 2xy~%~3y 9 by 2x° +3xy+’)yf 4 <) X" XYHY =3
Kdxy+5y7=3 Ax dxy-y'= 2Ry y'=3
§162)  2x-3xys3y’=80  b) 2 -xy+y’=28 c) 3xBxy+2y’=8
Xixy-2yt=-56 *3xy-3y°=28 2% —'axy—r?y” 8
8.17%a) X dxy-2y’ “=5(x+y) by x 3xy:——1 ©) xy(x+y)= 30
Sx-xy-y =T (x+y) Ixy-y'=1 Xy =35
g18.*%a) 2% y -y x 36 b) X HY'=6 ) x y+xyf 1
2x7y-y x=6 x4+y=2 Xy =1
8.10.%)  2x-xy+y =7 by X y'=T ¢) x(x’+3y)=14
x'+y'=35 xy(x+y)=-2 vy +35=13
x—y x+y 3 3
J X+ yv+z=4 x(,\:+y):~ [ i+ y+z=13
822.%4) { x+2y+3z=3 b) xx+z)=1 c) JxTFy 4zl =6l
ixz +y =14 y+z)=2 o + xz =2xy
x4+ y=2axy xy=15 X+ y=axy
8.23.%a) 4 y+z=2byz b) yz =24 <) v+ z=byz
' v+ =200z yz=10 X+ z=cxz
Izracunatl dru01 korijen datog kompEeksnog broja:
8.24.a) 1 by 3-4i c) 8+61

o fieids «1_ids

9. IRACIONALNE JEDNACINE (JEDNADZBE)

: jedﬂacmu LOJa sadxzx or ljene }\OJJ £l radlkaﬂdu amaju prom}enijwu nazwamo ir

' jednacma ‘Nalkon Odred;van_;a domene ir; actonalne Jednaéme jednacmu rje§avam
oslobad‘anjem korijedia. To postizemo Stepen(}‘/anjem jednacime Ovdje posmatm
uaiavnom iradionalne’ }ednacmc 54 kyadratnim Korijenima - |,

Odrediti obiast definisanosti (domenu) date iracionalne Jednacme

(Jednadzbe) ;
¢) 23-x+12=66x

9.1a) Jx—1=17
U kojoj oblasti je definirana data}ecinacma Qednadzba)
92a) Val4l=7x b) Vr+355=A1-x c}

by “x+7 =14

A_‘;: 5—x+17

9.3. Dokazati da data jednacina {Jednadzba) nema realnih le‘éSEi‘ﬂJaZ

p = .
a) T+x~5=+2-x b) \/3*,":v,v—11.x+30

U skupu realnih brojeva :Uesm date iracionalne.| edﬂacmc Uednadzbe)

944) Jx=4 b)f-s_-; ) Jirl = &) 3-x=2
9.5.2) 2x+1=7 by Vex—11=5 ¢ m:u @y J1533r =44
8.6.a) Ni+2=x b)m:ﬁ.\"mﬂ c) 2 -Sxmxe2 \/1—:."— x+8
9.7a) VSx+i=+2x+10 b) 24 -5

&) Srr=Jx-5 d) 1—2e=yx-3

98.a) V2x+l=1-x
o) 12-x e
9.9.2) V5~ x =0 ) (P -aNZZa=0¢) [p-a?N-x-3=0
9.10.4) 2Jx+5 =x+2 b) 3Wr—T=x41 ¢ —2/r-T=x+1
9.1%.a) NEPE ~27x+]8~)u 2NV 4 x—-3=3 e) j.J'6—-x'-x.2 =x+1
9123) V3r—547=0 b)) 10- Jél_ S o) Tenxt 2042 =6
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b) \}1+3x%x+§
d) Vx+3=3x




9.13.2) Y3+ 2x-5 =2
9.142) V5-x* =3-x
9.15.8) 2~ x+vAd+2x—x> =0
¢) Vi r8-2r-1=0
9.16.a) \/xz +.:3x+2 = \/2,1'.~—x2

0.17.4) v2x-3+l=x+2

b) 21-+3x+4 =4 ¢ \Nx—mim-;gg:5
by vii-1=4x

¢y Vx2-13-413=0

b) x—1-41+4x—x* =0

b) 3Wx? —3x = x+2 _
b) Vel -2v3x—5 =2

9.18.a) Vx+3 *m/zz x=7 B Jx+2x+8=6 ) 3Wx+3-Jx-2=7
019 Vi —sx—ad=x-1 b) Wxe3=Vx"+39 o) Y11=’ +7 =3
S 9—x . 4—x . - x—1
9.20. Mw- b) =8 x ) 3x—5=
a) * Jx+3 : 2-1—«/; ' : Jx=2
JH~2i ~ 2 Nx46 x+1
921.8) ——== =/3x+4 b} - = c) = 2x 4 1
) q/xn;.]ﬁ 2—-x x+4 f3x 1
. 2
9.22.0) v YA S b) \/2+\/x+-\fz_x~ +3x42 =2
Vx° T x~1

923&)\/ +x\/x YRy
9.24.2) \/7%+\/’h~m1‘§t ~2ix-68 =5

6.25.0) VAT-Bx =9 3r = 25 +x
9.26.0) v+ 1 +Ax+13 = Bx+12
9.27.8) vV2x+1 ++/x—3 =2Jx

9.28.2) V7x+2 ~13-2x =[x —1

by Yl4+xvx =24 =x—1

b \,/5—\/,\‘+1+\;’2_\-3+.\-;5:1
b) Vx—2 +2x+3 =/3x+3i

) VAx S = 2r 1 Hdx— 1

b) J2r+5 + 50+ 6 =125+ 25
b) Vl-x~vx+12=+9+x

0.29%a) Vx4 9545 —v2xt + x—1 =y’ ~1

x/_x +85x+2 \/,\ X2 = \ﬁ%\+

i1
9.30.%a) .: s
\/2+5x+\/2w,x x/Z-i»xm«/’?mx
031 %y J—fu2 [XFl_ 3
x¥] Yoox

i 1 I
b} =43
P N
[x+2 -
b) xt2 o fx=1 9
x—1 x+2 Z2

9.32.%a) i3St A =510 b) - % +y2x 1046~ % =552

3.33.%a) \/,H—IS \/.x—l-—«/x+6 '\]J\ 3]

934"‘5\) \/x—!-\/w—\/x .“\/_gi‘j;
. X+

'\/G+X“}C

9.35.%a)
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b) \/x+12wx/);+5+«/x—-3:"~x/~
V2l aen2l-n 21
N2l+x=21-x  x

b) :;1;.:;“:(1+\/;£—+\/; 7

936.%2) xtl—1=+x—-vxt8

9.37.%a) J4(x+m)+n —fAm—x)+n =4m
b) bxva+ x +abya+x = avx

9.3872) Vs’ ~2x-3 = x+1 | by Y76+ x +76-x =8

9.39. Za koje realne vrijednosti parametra a jednacina vx* —1 =@~ x ima
rjeSenje?

B Vr+yx—l-x =1

10. IRACIONALNE NEJEDNACINE (NEJEDNADEBE)

Odrediti oblast definisanosti (domenu) 1lac1ona]ne nejednadine

{nejednadzbe):

10.1.8) Yx—11%5 p) VI—x <3 ¢y Vx-6<2
10.2.2) V2x -6 > 9 o) VA - 2% <11 &) Vxt 46 <22
10.3.2) \/;+x/;>1 b} VIx—3+4x 557 SeY m;\,&— >
1040y 7 —x +4x <Vxs3+1 b)) Br—104+ A+ x++6x-30 > 81
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Rijegiti date iracionalne nejednacme {nejednadbe):

10.5.2) /x> 3
10.6.8) Jx—4 <2
1072 ¥x—5 < —1
10.8.a) V2r 12 2 x-3
109.2) x+2<AJx+14
10.10.8) ¥3x -3 <vx+5
]G.H.a) - 5>8J)'
10.12.a) 4x—6>«/6x—-2x2

10.13.) v2x+1—+/x+8>3

J_“:"'-—"5—
10.14.2) x\i” <0
X
/ Gy
10.15.*3)‘27 2x-xt
“‘“‘C
N2 -x +dx-3

10.16.%a) ——

Ry

by vx+1>2

N

gy Vx=5>1

b Vx-3>1 o) V2x+5<3
by /6 - x > —4 o) 2x+1 < —8

b) Vx+2> x o) Jx—T<x+3

b) x—2<yxt —3x—10 ¢) 1=x < Vx+8
b) V23 ~125 V410 o) Jx—10 <+2x+3
b) V2P 56 2-x ) NxP—d<x-3
b) 2x+i>w!x?+3x+3 ¢) x+3>vx? ~11
by vx+1 fedx+2<3 - ¢ \f;+\/?—7<5

_ 3_ -
by T o3 Q) Tl <t
M,\——S 15—x
—af1— 2 ,-3w5
by Lol g o) X <5
X : X
2 2
2 N A 2 .
b X4 i o 2TVITT o

NSxT -1 ~ x=2

10.17%8) Jx+3+Je+2 > Af2x4d

b) Va3 =1+ Jx=2

10,18 %) Vo’ 43042~ —xbl < 1

b) VO — 1 +6x - > 3

1019.%0) Jx+6 >x+1 + J2x~5

10.20.2) wi-x" <0

1021.0) {(x+I1Wx+4 Jx+7<0

10.22.%2) 51«/1—;;—2% > 3x

10.23.%a) Vo +10x412 7= =2x  b) V2x—1443x—2 < Jax-3+v5x—4.

by Vax+d>da—1 + J2x -1
B) (=" Wx <0
) 8+6-3-Vxr5| > x

b) miv'?.fx—‘rli < x-3

11. EKSPONENCIJALNE JEDNACINE I NgEJEDNACINE

——;R def’ nasanu 3edi1acmom f(*c) 3" aiﬂ.nazivam'o' ksﬁbnei‘iﬁjé@_ln

11.1. Eksponencijalna funkcija

Nacrtati grafik date eksponencijalne funkeije: _ 4
folay y=2% b} y=3% oy y=4% Lod)y y=5T

]
.‘ - 1 ¥ _ E\Ei . ) Ky _{4 L
3] e[ ooo3] e e{d]

11.3. Opisi tok funkcija iz prethodna dva zadatka.

11.2. Eksponencijalna jednatina Qedna&zba) oblika ' “' s #

Provjer da li je dati broj rjesenJe date el\spenencgalnegjednacme
Flda) x=-1, 3"““ =] B) x=0, 4%=78% ) x=1,563% 3X43=0
j1.5.2) x=1,2:8™15=1 D) x=2,7"- 7“—28 ¢) x=-3, 62"+4 8% =400

R}jeSI datu eksponencgalnu_;ednacmu
11.6.2) 2°=16 b) 4*=16 ey =49 1 d) 8'=64
1L7.8) 77=49 by 6"'=36 o oy 8%=64 L d) 3727
11.8.a) 2-4"=64 b) 3-67=108 c) 2-8'=16;  d) 597°=135
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11.9.2) 5%=25 by 271232 ) 36™'=6
11.10:4) 0,2%=5 b) 0,5%=4
i x 3
1 2 7Y
11.11.a) 25% =— b 2] =L
&) s )(77[2)7 c)
4 wJ;; _ 3)\ +7 % N2 - 2\.},.;
11.12.2) { 5 Yy DRES 4J )
—2x
4 w_ 2% I ) _ 1 )
11.13.0) V128 =4 b) (a R
N ['I }5—2.:: -
3 P2 e g
i1 ;4.@(12 kz 0
. . ' 2 3) e
11452y 3 b) Z} '

] 1. ] 6.3} 7.\‘2w4‘|-?:-6 — 343 b) 2.\""'v7‘7.r+375 - }6’\/5
1.17.0) 3° -8 =36 b 257 =01 (102

¥

d) 9x+2:3

¢) 0,257'=16 d) 0,1*=1000

EYL&

NG

4% =256

=
PR

e

4y _9o
3 16

c) (‘j:’“g'”"l )?’75( =i
o V2 3 =1206

11.18a) 27727 =64 by 3.2° =433 oy Y27t = Jor
11.19.a) 3°—2-37 =7 by 4% —3-47% =13 ¢) 4.3 3oy
11.208) 27 £5.277 =104 by 57 -3.577 =122 o) 37 —4.3"F =0
11.21.8) 57 45 =750 by 5 4577 =630 g} 5757 =120
1122.0) 47 +4° +4"" =84 Cb) 27242 =104
11.23.ay 57 45 +5™ =155 b) 6" +6"+6" =258

11.24.8) 67 46 +6"7 =1518 by 75+777 47 =7.393
11.25.2) 3-4" +2-4* —48.4" =128 by 537473 2.3 =216
11.26.8) 3.2 +2° - 4.2 =768 b) 3" -2.3" . 2.3% =

11.272) 257 4272 +2"7 =896 by 3% +3*

¥

] 128&) 3'\4-I -{~ 3'\""I ES 3-"_'2 o 5‘ =_}_ 5.\‘—? + 5,\—_,
b) 3'¥+2 _%3"**1 ) ;5‘\.42 ‘_.‘5\'471 _]75‘
11 .29.&) 7-“ "‘}”7 v = 2"-4'4 + 2-"""3 + 2.\‘-'-2

[1.30.2) 73" =552 = 344 _gx3

E]3]a} 3.4% %%'9,\%2 ::6_4x+§ _%:9_&” b) Dot .“2',‘

b) 4*-3" 2
LA

11324) 45=9.2'+8=0  b) 9 1034950 o)
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-3 =315

b) 213745 =30 4 552

i
Ko

3‘ 2 2?.x+l

i

X+

__:2 2 m32._t—1 .

1651247 +32 =0

11.33.8) 5-2"" —4* =16
11.34.a) 45 +27% =20
11.35.8) 2°—8.27% =7
11.36.%3) 4% +6" =2.9%

¢) 42541 4 2046 g o)

11.37.%a) (m}.\{m)xﬂ b) [J3+J§T+(\/3—J§)x:34

11.38.%a) 8% +18° —2-27% =0
c) 2-81° =36 =3.16"

b) 47 —5.2%%2 =6 ) 3 ~4.37 =45
b) 97 +27=12-3" ¢) 4%+32=12.2"
b) 3* 9.3 =3 c) 55 -5"*=20

b} 5-6%—11-30"+6-5% =0

b) 22).'+2 ___6,\' =7. 32x+2

b) 4-3°-9.27=5.6>
by 4% 4P =g gt
p) 2% —3.20%3 20

11.39.%8) 4¥°7 116 =10.292
11.40.%a) 2201 4 a2% 5 g7
1141.%2) 3.4% ~2.9% =5.6"

by 25 -2-{05" —(0.5) ~1=0

3

11.42.%2) 2% — 28 - 6-[2' w-wL_-]:]

Foy NAX G
11.43.%a) {%) +357 =99 4 [é) by 8764405 =2-416

H.44. Odrediti cjelobrojna rjeSenja jednacine x;mu = (x + 200(})2%0 .

11.3.  Eksponencijalna nejednaéina (nejedoadiba) oblika

a,i‘(-\') <a.’:l-\) . a_f(\'} >agt,\')

Rijesiti date eksponencijaine nejednacine:
11.45a) 2">4 b) 3%<9 cy 4%<16 dy 5% >125
11.46.2) 4" >8 b) 9°<27 ¢ 16*<8 d) 1257525
11.47.a) 25" »125 by 5%05p5 e) 3T L3P

X ,_)' X1 125 o 3 N
Hasa (4] =4 w2 <4 o [2VTLB 4 (2 2
2 3 9 L5 16 7 2

11.49.2) 01 <10 b) 025 >16 ¢ 0.01" > 017" d) 0125 <4

-3 . 3x —x+1 . \_r+f
11.50.2) 1 <2' b —q >4 ) *+ <L dy 370 < ig
-8 9; 3 64 B



]

s+l 253 x—=1 X
x - AT 1vz2 B
11.51a) 3% <3 b) 2 ¢ >4 o) 16<2% n (_g] <

11.52.a) 15%<4X b) 11Xs7X @) 23%<19% d) 1_=8__2x-¥>51-2x
11.53.a) 20 <28 b) 52576 >§1_1w ) 5520 o 4 87 e 1

| 5 1 - 2 5 - o : s o
11.54.2) 36°% <[’g] b (03677 2(5} o) (0,25)* <8

2z, N 2, -1
11.55.a) 8-2° 7 <{0,5)" by 9-3° 4,L<_3_

. -3
2y iy
¢y 125.5%7 7 <[w)
5

11.56.2) 3% <9 by 2 >3 ¢ 47 <g?
11.57.2) 2° +2"7 <9
1158.2) 5-2°7 —3.2%% <74 B) 20 L5t c7. 2t o3 50
11.59.a) 32 47 5 4.7 +34.3 b) 6.5 57465 255
11.60.2) 9 +3"2 ~18>0  b) 257" =577 >350 ¢) 91 =2-3" <3

6la) 3' =57 <20 by 27 w~5-6"’ +3% 20 ¢) 97 -3<2-3"
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b) 3" +37 > 10 . 5

12. LOGARITAM, LOGARITAMSKA FUNKCIJA
L()GARITAMSKE JEDNACINE 1 NEJEDNACINE
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- Jorard lob"g(\)} @ ']r N i log;{,[{_»:) < iﬁig_'uf«’(:r)}f@ { ,::
' g ;

L, [1 > [ =
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12.i. Pojam logaritma i logaritamske funkcue Osobine i grafik
quarztamske funkcije

12.1. Odrediti inverznu funkciju date funkcije definisane v skupu realnih brojeva
R

a) y-x Sy y*xﬂ e} y S 4 oy y~3x~*~1 h
122 Nacrtati’ graﬂk funkcije y=x+3, pa na osnovu njega odrediti grafik njene
mverzne funkmje
(2.3, Na osnovu-poznatog (vec skicirancog) grafika funkeije y“xz ciefzmrane na
skupu R¥ Odledlti graflk n_]ene mverzne funkcxje

Date jednakosti na‘plsati v oblikn logaritamskih:
12.4.a) 2°=32 b) 4%=16 ¢) 3%=81

- B A2
12.5.8) 1~0:“z10(;)000._ by 5°%=1 c) («/. ) =

d)y 5°=125
d) 7°=343

Slijedede jedriakosti napisati u obliku-éksponencijainih:

12.6.8) log:9=2 b) log8=3 o) log64=3 d) log,10000=4
12.7.2) log, = ‘L -2 b) log, 9=-2¢) logy,—==-4 . d) log, 125=-3
9 ! 256 - L |
Izmcunatl slijedece logaritme: o '
12.8.a) logt OOE b) log64 c) logs27 dy log 4256
12.9.2) logs! . s} 100«'.—1— C) ]Oggs\/'-é ) lobg -
: 9 \/
12.10.) i0g:32 b) I0g.32 o) logs32 d) logie32
12.14.a)} fogl: i b) logsl ¢ loggl d} logsl-
1 1 1 1
12.12. 1 : b log, — c) lot' e d} log -
W Joga 55 Y 25 ST
I i
12.13.a) log, 2. b) log, 8 ¢y log, — dy log, —. .
Ve ) h T F
“12.14.3) fog, ;/49 b) log, +125 ) log, él? @) log, 256

12.15.%a) mgw-Jl b) log, V64 <) iog;-‘"l—ﬁl d) 10(7 4'}_3}_ '
AT S 81 “2V27

:izrgié_g_n__;ati vrijednost varijable x ako je: °
12:46.) log,16=x b) logy27=x ¢ log,125=x d) log
b} logsx=-2

12.17.a2) log,x =4 c) '1og4x=~§

78

1233.%) y=./x |q-logs(x—2) b)

13 ; 12
12.18.%a) log V8 == b) log. ~=2 o) log ——=-2  d) log, —=—=
) tog, V=3 7 D logg=g o legioe ) log.o=—3

Izradunati vrijednost datog izraza:
12.1%.a) loglogs81 b) logdog,16 ¢y Jogalogo8l d; logglog64

12.20.8) logloglog,16  b) logslogaloglé ¢ loglogz/2  d)
!oggiogdong“:

12.21.%a) log, log, V&2 b) logs log, V43 ) Tog, Tog, ¥4 d) flog,25+

. : 1
Na osnovu jednakosti a'*®*™ =N | izradunati vrijednosti datih izraza:

12.22.a) gloes2 b) D log: & & 5loxs 10 ) [(oats
12233) 23log13 b) 442!02443 C} 53]02«2 d) }Oﬁziogd,
12.24. a) 21-~lng3 5 b) Slng5 102 C) 4? ~log, 32 Ci) 824‘20‘%3 5
2. log 1!!47 E'w l ;1'—2‘ z .
12.25.2) \/10 *3 16 by § L + c) 27 3 ) io{)logﬂﬂ

szaéunati vrijednost datog izraza:

logy 4

] I o | 2 ] ico
12.26.%2) 814 T ggieer2 b) 8'“"‘”=43ﬁ+«§-7"“94

4y

El
= fog
4+ 125 g ag tE

! =
3

¢) 1604

Qdrediti nuie date lc)garritamské funkcije:
12.27.a) v=logyx b) y=logdx-5) ) y=log(2x+10) d) y=log(x’-8)
: | X 2x I—x X 2x
12.28.a) y=log, — b =log, ~———- ¢) v=ioge— d} y=log,
. vy P Ty O yTieery s T

Odrediti oblast definisanosti (domenu) funkeije:
1229.a) y=log,(2-x) by vy=5-log,(x-1) ¢ v={x=5)1lo
x4 1 x—-2 ' 3—-x
by y=log
x—2 ) Tx+ x+1
12.31.8) y=log,{x’ —3x—4) b) v =log,(—x® +7x—12)

12.30.a) vy =log,

110g(x+3)

¢) y=log(—2x" +x+1) d) v= =

z " —
12.32.a) yzfm:ilog(xz—at) by ve= -%wwlwlog(lx"}.)
xX+5 X

v
= Jxd logkt D)

OR -y:\/(xzm?),t)iogz(xwl}
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Nacrtati grafik funkcije: : B
234a) y=log,x ®) y=log,x o y=log,x  d) y=logx
1235a) y=logx—1 b) y=log,{x—1) ¢} y=log,{x+1) d) y=llog; ]

Na istom crtefu nacrtati grafik datib funkcija: =

' ) 1
b) _ym]ggz.x i yttné—-'logzx

1236.8) y =log, x i y=2log, x

12378) y=logx iy =2-log(x ~35) by y=logxi y=loglx+3)

122, Pravila logaritmiranja. Prelazak s jedne logaritamske baze

na drugn
Koriste¢i proizvolijnu bazu logaritmiraj date izraze: _
12383 34 by 4-345 c) 112375 d) 78,43-66,12
12394 6.7.43 b) 184-425-67,13 c) 3478317,2-98,128
1240.a) 57 b) 426 ) 78,29 d) 3477,
1241.a) 2-y3 1) 34..,/3567.2 c} 44811-3276,5 -
7,128
12.42.2) B ) 34 T MSEE d) —
7 65 3395 34,53
1243.2) 4y b) S6xtyt &) 43atbe’ dy 1324%p" e
i 3 Rt 2617470 x
]2.44.3) Sz b) Vb <} 66(1‘])‘( d) B
3y §x’v . Sa 38"y

Koristedi bazu 10 togaritmira; slijedece izraze:

a . N .4 e 2
12,45.a) 434%p° b) 172 9 EJLQ{ " f:
' : 2a” Ta' 3x’
A x 17 8 Tavh
12,464y Yo by TN o o {JE " Jaxlb.
4 8y Sy 3Wa
Odrediti izraz x ako je poznato logx:
12.47.0) logx=log5+log? b) logx=logl2+logd c) logx=log25+iog2
12.48 2 logx=2logd b) logx=3log2 - c) logx=-2log9

12.49 a) logx=logd+iogS-log2 b} logx=log2-+logd-log7

12.50.a) 1Og.x‘:-;—10g9 b) 10gx:~§10g8 c) iogxmgfog&l-
— . P b2
125T). E0&24i0g3—§10g64 b) leglezlogSH’Zlegz ) logxmzloglé%ilogZ?
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12.66. Ako log, 3=m, koliko je log,, 547

1 1 :
12.52.a) logx::zlog81+glog32+§10g8. b) logx:-i—-log32..~ifgiog16'+ .i;—-iog128.

12.53.4) Eogx:-i(leg%—"iogmm—logﬂr) b) logx:Ioga+b)—;—_-§—(2ioga+%logp)

12.54, Ech:wiogi-i—g{Zloga—i—%]ogE—é—Oog_a—logb_)—loga]
12.55* logx = wI0g5+§-[2]0ga+—2—Eog3mw§(loga —logbf)w—]oga

Uprostiti izraze: . '
12.56.2) log, log, V4 by log, log, ¥2 ¢) loglogi/1000

1
o 454+ 72 —
3log, 2 ~log, 24 log, 45 «E—._Iogd 3

12.57.a) b) ——
tog, 3+log, & log, 75 ~log, 3
Prelazeci sa jedne logaritamske baze na'drugﬁ izrac“:ufnati:
12.58.a) log, 25:.log,, 9 b) log,10-logi6 ) log, 36-log, 125
12.5%.a} log, 27 -log, 16 b) log, 125 log, 2 ¢} log,, 100010g81
22.6{}‘&) 4 fogy 27 b) 16 g g 24 - C.) 9'lugﬂ 25—67

Sta je vede: : :
12.61.a} log, 8 ili log; 112 b)Y log, 7 ili logs 9 ¢ log; LT ili log, 47

3 3

_ 4 4 E
12.62.0) log12 ili log12 D) log:= ili Jog= ) log 100 iti Jog,100?
Od.'rédiii :z'nak:élijé&eéeg broj:nég fzraza: _ .
12.63.0) log27.13 by log, 194 ) log; 059 1 g loglg
e/
4
12.64.a) log, 97 b) logma? c) log, 6683 - d) log, 0,000:

| : P : 0
12.65. Ako log, 27 =b, izrafunati log Ya.

12.67. Ako je logS=a i log3=5b, odrediti log ., 8.
12.68. Akoje log2=a, log, 7=b, odrediti log56.
12.69. Ako je logsd=a i Jog;3=b, odrediti log,i12.
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Dokazati slijedege relacije: Odredit logaritam datog broja;’

: .n 12.86.a) 11 b} 123 ‘ cy 4578 d) 66712
12.70.2) log bE& b) log ,a =7 12.87.2) 234 b) 2,34 c) 23,4 dy 0,234
o - log, a 12.88.a) 98,22 b) 987.4 c) 2453 d) 9,097
; log, 5 logs logy 0 . 12.8%.8) 0,00567- b} 0,0008876 c) 0.0400567 dy 0,02099
12.71.a) 10g35“——-mm-

by a “*° =log, a

1-log,2 . Odrediti broj x ako je poznat logx:
1 : - 12.90.a) logx=2,30103 b) logx=1,53033 c) logx=(,18298
: F S mre— . N . . a - 7_,...., Jos .
12.72.2) 10%__2‘10&340%4- og3=3 b log2og3 logdlog5-logbrog7=7 | 12.91.a) logx=0.20358-1 b) logx=0.71113-3 ¢ logx=0.76020-4
N:. 1 12.92.a) iogle,44 b) logx=0,672 ¢} logx=3,489
12.73.a) l-gmiauwéogﬂb b) log, - =log,, n 12.93:a} logx=-0,675 -~ b) logx=-5333 c) logx=-15,39
g b 1% B ;
¢ log,a+log,n o ol :_1'9""%1, atn ; Odrediti logaritamn datog brojnog izraza:
12.74.2) k’.::bn ans ““"“'"““*; +log ,I[ b) log,., ab b+n 12.94.2) 34.53 b) 4522-89,25 ¢) 78129271
i ; .
: ' 43 34.55 . 9,887
o a+b 1 ; 295, e it kb
1275. a® +b*=Tab & log, ~—-3—w=5(logc a +10gr_.b) ‘ 12.958) = b) 5433 <) 4576
! 1 - 12.96.2) 4 by 2.3% ¢y 577123
=¢f = log , = —. _ —
12.76. ab=c Ean €= 5 . ' 1 12.97.a) 4317 by 31446 o) 48873175
1277. @’ +b'=c® & log,, a+log _, a=2log,. a-log _, a ' 873 T o0
_ : E S 12.98.8) —mrom b) 345738328 c) XTIV
|5 - = 09873511 263 f%”/
1278 L y=10""" z=107"" | = x=]0 | |
. - : [ Primjenom logaritama izradunati vrijednost izraza x ako je:
1279, {p=vac) = VTV T - : ©12.992) x=06631894 b)) x=09734.67.72 &) x=74815812.4
oo log, og, 2. ' : ; 55 2
12.100.2) x= o4 by s &) x=2%20
34,7 : 321,8. 18,55
; f; | ' . d bazu 10) 12.101.a) +=83,45" b) r=63. 504" c) x=711".0,5437
i itmi (logaritmi u odnosu na baz :
12.3. Dekadskl logaritmi (logar B 12.102.2) x J_ b) x=48194 &) x=o24877
12.80. Ako je log2 = 0,30103 , odrediti: , 12.103.2) x=3i35 by x i /E5ET o v=45i755
a)y logd B log8 ¢y logd2 d) logl28 w./ :
=) = 12.1042) x= 18324231 b 66,543-5,329C Y= 0,8782- 3887
R . s A = e s eSOV S
1281, Ako su poznati logaritmiz log3=0,47712 1 log2=0,30203 odrediti: 45.21 ‘ 3,991- 0,905 2114007393
a) log6 b} Jogl8 c) log36 d) logl08 3.45-11.43 0,078% - 67.41° 721,45% . 77,422
‘ . 121058) x=m~"m——lte b) xmomoo T oy e - u
Odredi karakteristiku broja logx ako je: 18,54 7197 -5335 34,671,118
12.82.) x=43,11 by x=4.77 <) mg%lég? gg K=3000(§)2€‘55 12106 5=l - /0,0987 b Jo.112 337,21
D v} 9% = ; X== x=0, 1067 KT e X = e
12.83.a) x—0,234 b) x=0,00491 <) 2115 J678.3 3081 - 45717
PIOCI‘(aJ kar aktenstlku izdatih Iooarslama broja x: [6.008 . 3 3 0887?
12.84.8) logx=2,12987 b} logx=0, 32456 c) logx=3,92388 o) x=X 73\/_, -
12.85.2) 10gx=0.99342-2 . b} logx=0,22444-1 <) IOng_O 772253 . . $/3.00% 021
' Prilikom odredivania logaritama Koristiti kalkulatore (ili iogaritamske tablice).




i2.126.a}) lodlogiogx} b) 105[10g3(10% K=0 c)' log log log x =0

m—— 3
12.107 *a) xr§/345,9+ V67.3-11,09° b) x=o22A /31558“

134335 12.127.a) log;loglog{x~15=0 b) loéioglog\/;c—l—lj r.,) IG§3T210§ITJ,)]=
S 12.128.a) 10@[4+3¥0§2xm3)] =1 - b Iog{98 2loglx—1)]=2
12.4. _ Logaritamske jednadine (jednadiZbe) C} logl(l o0 x~ 3log x+ 4) 1
Rijediti date logaritamske jednacine (jednadZhe): : ! )
12.108.2) logx=3 b) log(x+1)=2 c) log2x=1 . s L :
12.109.3) loglx- =4 b) log(2-x)=-1 ¢} log(x+5)=0 121298) Jog.o(x" ~12)=2 ) logyjtog,txBlog, x5 =2
12.110.2) logx+logd=0 b) 710gx+10g =log98 ¢} 3logx-logS=log25 : ' 2 5 * /
12.111.) log(x1)=1 b) Jogs(x>+1)=1 &) logs(2x’~1)=1 1 12.130.8) 22 ogem 2 o 2l e
12.112.a) logx+log4=3  b) logx+loglé=log48 : : T oge-1 logy-1 S5-logr I+log 5-4logr 1+Iogx
). 2logx+log6=1logi50 ‘ - . - ;
' }b 1 11 - 121312 5 12 - : :% )3 411(* 1)+} i 4( 1):3
121138 log,| -~ |=2 b) logBx+1 =0  ¢) ~log, — =~— “logx Htlogx 1 Crloglx L) I fogla
Lo 5 %432 2 3 1 [5
- 12.132.2) log +2c+1-2ogf-+h=lof +6-1 b) Nok+x Lok +x [=logei} g
12.114.3) logd—x)—iogx—6)=5 b} logx—3)~lodx—2)=logr+5} 2 2
) togafet +5)+ g, o5 )2 12033 logySr4 -logv-T=2+10g08 |
. 1 P i 5 ) i
‘ : : ~log2+logyx® +4x+5—lodx® —4x+5)=—
12.115.) 10 2+ ;M(i, leg b) log(x 1)+ log, (c+2) =2 b} log+op!x +4c+s 1o§;b c+5)=
L2 ) ‘ :
& ]og3(9 —2.r)+ log, x =2 i2.134.2) log ]1— —3iogyl—x —looxliwh\ +2
. 0y " Slogr : R
12.116.a) log2x - . . 2logy logr by logx? +W; o5 _1 :__1 ]
] logldx—15) 7 ‘ & 2—log5 : ° {—log2 g ) o o 2 oghx )
i i - 2-logyx ’ s
12.117.0) log, ,\.JTI :]Ogsjj\ : b) log, #mﬁmgz(mz) 12.135.a) 3 =§1x b) x ~.}O
- SR 3 ¢y 1™ =10000 ' gy 270N sE Y =400
C) lOg“(_\‘j _B}ZEOgH(E’Y_j) fog, «* Togs v lugs & )10‘ v
: _ 12:136.a) 3990 29T 2324 by 9S00 e 3G
12.118.2) I(}s;g(,\ 1) oo x b) lo 9._;(“5) 1 o fogh—3) ] i . ?
i a gla—1l= [ b _— -——-—-,——-—““-——- 3edog ,:.E:..‘,
. ltx fode ~8) 2 7 Jodx 21 2 12.157) x ¢ =900. b) 5°-2 1 =50,
' ! et el s 1 1 , S R
12.119.a) —é-log(,wra)—!w-é—log{; w--?A) : b) log(n-2—+x}r:10g—£viog,\u <) 3842 = G d) 10g3(3-\“ +6):
12.120.2) 10_%3_(5:2:"_{2_):% b) log(\fx_i_l_il_)_g o gy x+7 ~log2 -1 12,:138.11) log i( Fl —ZO)z X b) 100(7',\- e )A x(t~1og 5) |
Jog (5~ x) ' logdfx ~ 40 log 8 ~ log(x —5) 12.139.*a) 1046-5" —25-20"}=x+10g25 b) loéx’" —Xt 6) x=logdx+2)—4
12.121.a) toglx® - 2x)= log(2x+12) b) log, (x* —x)=-1 o) logy(x? +2)=1 12:140.%a) log, (2" —1)+log, (2" -3)=t b) log, {3* T-1)+1_0g2(3 ~2)=1
2 " ¥ Y : = - . .
12.122.2) log,{x+ 1) ~log,ix—1 =1 b) log(Tx+4)—log (2x—1)=1 12,141 *a) 10g5(6“5\)- l1-x b) 10g3(4-3f l) 2x—1
&) tog(10c+ 3)-log(x—6)=1 12.142.%0). log, (4 +4)=x+10g, 2" =3} b) log,3* -1} log, 5 -3)=6
12.123.2) log(x-)+og(x-2)=2log(x-3) b) log(x-2)+log(x+2)=2log(x-1) 12.143.2) log, (9" +7)=2+1og,(3"" +1)  b) log(2" +x~13)=x - xlog5
12.124.2) log(2x-1)-log(x+2)=log(x-2} b) 2log(3x-5)-log(x+1)=2-log2$ _ : - L : :i
12.125.8) log(log x)=0 b} log, (logx) 1 ) log,(log, ¥)=2
84 - 85




log;, M
EOgb
na drugu rues;t slijedece jednacine:
12.144.8) log, x+10g3 x=1

Primjenjujuéi fc rmulu log, M =

za prelazak s jedne-logaritamske baze

b) 10g2x+iogx2 2 c) 10g9x+log23 =1

i2.145.a) logx+log,x+4=0 b) logx~ ioglx ~8=0 ¢) logx—log x—4=0

’J

| 5
12.146.a) log x+log 5= 5

§2]473) ]Og_i(,i%x'i'log.'s x-'rlogz xzé—z— b)

' 4
12.148.a) Iogx-!ogx-iog»,xmg
o _ H

12.149.2) 10&9%3105;@4

12.150.2) 1
. 4 16

12,151, %a) legi x-log, x-log, x =4

gy

12.152.%a) log, log, log, (¥ +9)=1

)

12.133.% " logdx-log, x-log, x =log, x log, x+log, x log, x+log, x-log, x
12.154.%a) (x——.fi)mg“‘“mg“ ={x—1f b) log xlog x-log, x-log x=
1
12.155.*%a) Iorr 2 -logy, 2—log,, 2-log,, 2=0 b} Eogz‘\.g log, 4=log 2
: 4
Z R .
12.156.%a) log . 2-log , 2=log . 2 by logs, —+logs” a=1
. i6 o *
~NZa—x 3
12,157 #a) loc'a——mm—log},\ 0 b) iogix“logzx%—logﬁxr;z
a - . (24 [£
12.158.%a) 50‘%;2_; 2 I,(ax)L “‘ﬂzl b) logya—log, a mlogi. a
3
R]Jesm date jednaline:
oz : l{log,\uﬂ) To xaf
12.159. a) X' _—«IOOx by x2OEY _10x =0 c) x4 =1QME
b) 0 lorn_? 100 C) IHiﬂg‘\- :]OZ ’

12.160.8) x5 = 0,01

86

b) logt,ﬂ»i- 7 + log)t-? =Q

] 10g4 —log 2=0b) log2: EOQ 2-log, = ¢} fog3-log 3+log. 3

4

' 3
b) Ioglx—i—log;leogi ¢} log,x+log x+logx=7

11
12

fog; x+loge xtlogyy x =—

b) log x-logx-logx=4 ¢} log.x-log x:logx=4

5

c) logﬁl?su%wlog,_‘é«:()

6t 3 8]

by logssx- 102,): logsx=4

5

by log, log, );+]og7 log, x =2

=)

(PSRN

12.161.a) x *

12.162.2)

12.163.2)

12.164.a)

12.5.

12.165.2)
12.166.a)

12.167.a)
12.168:2)

12.169.a)
12.170.a)
12.171.a2)
12.172.a)
12.173.a}
12.174.a}

12.175.2)
12.176.2)

12.177.a)

12.178.a)

12.179.a}

12.180.a)

_172.181.;;1)

log x+7

- 2} gzx—i.logx
b} _p' iog_Jx . C) x © 2 - !10

— lelogx:'ri

Xt b) o \/_ o) vVx* =x
4iog3xw5_2}ug,x+2]ag39:0 b} 6Iog52.r+xlngﬁ-x:12
log, (2% ~7)=3-x B) log, (4" +4)=x+iog, (2 -3)
Logaritamske nejednacine (nejednadzbe)
Rijediti logaritamske nejednadine (nejednadbe): :
logax>4 b) log.x<§ c) logx>32  d) logsx<5
: 1
logax<3 b) logix<81 c) 10g3x<v9— d) logex>16
logx>0 b) logx<0 ¢) logx<0 dy log;x>0
loglx<0 b).fog, x>0 ¢) log, x>0 d) log, x<0
2 0 4 4
Togy(x-1)< 2 b) log:(2x+5)>1 ¢} logs(1-3x)< 3
fog(x-1)<2 b) log(Zx+5)>1 <) Tog(1-3x)<3
loga{x-1)< logy2 b} logy{(Zx+5)>logs(x-3)
logg 2(4-2x)>-1 _ ' b) logos(3x-2)<-1
loge(2x-53> logga(x+13 ) b) logsx-+logi(x-8)> 2
log, (27 —3v+5)<log, (¥ +2x+1)  b) log, (247 +5x+1)<0
2 3 3
]ogj(.xz+2,a;ml)<0 ) log, ( : —4x+3)
c— 3 log . vt
*T2 .9 b) 0Es X g c) M>g
log , x . 2x+1 log x
) 108 ¢ e X o
x+16 <0 b) 0: 0.0s X -0 o) log g o4 X
log , x x4+ 25 log x
7
log, < (0 b) 1og9i:f>0 c) log —-#M <0
I—-x 24+x & x—7
3x~1 6+ x xt -1
log e < 0 by loggs - >0 log
;_ e ) Bos T c) logg, 2_9<O
X7 43 X' —4 2x-1 1
log, >1 by 1 - o
3} ogg —iO< I ¢) log, i < 5
, 2 o 1
log ; ¥ — —————— < 0 - by -+ > 11
log , x~1- log x 1-log«x
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i 1 logy x - 2

12.182.a) -~ <0 P —— -
log (3 ~ 2.x) 4~log; {3~ 2x) log, x—2 - log, x-+ 6
12.183.2) log, x = 2 ' B) 1 + L =1
log , x —1 t—log, x log,x
- log, x" 1 1 1 '215gx+110
12.184.a) Irlogsx 1 b) < c) =
T+log, x 2 Iog3_(x+f) 2log, It 16149 logx+10
12.185.a) log;(x+2)+log,(x—4)~1<0 b) iog‘(x%}-i-iog](x‘i)al
3 E
12.186. a) log | E.4x¥ 6 b dog, > o2

5* X _ : —2x

1 log 4 2 i{:;, %:%
12.187.%) log dog o (x7 ~ 4x+3)20 b (Z} I
3

xF1
188.%a) loc,)7{l+x—\f \<0 b) iogziog« <lob,1om—m-~i
Lx-

2

12,189 *a) log, x-log, 9-log, 9<2 py log, 2 log, 2-log,16x <1

log, 4" — B)S 1 b) log, (2" —2)- log

[=

12.190.%a) log

(S

S
12.192%) 2Jog ;¥ 2> dog = b) log , v+ 2> log 3
2 ) Y -
12193.%a) 9 20 b) log , log {47~ 6} 1 o log . 116 > 2
Odrediti definiciono podrugje (domenu) date funkeije:
|2}94d) y = i()g(ZXMS) b) \;:Eggw{_,{::_%}. ¢) v= M
% -3 T log(x +5)
12.195.a) y=./logx

b y=flog(x=10) o y= flog, (1-x) -

log(—x® +3x +4)

L —4)> 2

12.196.a) y:iogxﬂog(s—x) by ye=

12197"'3) y = 10g ; b)
! 7 .
+1
12,198 %3) vy = log; - b)
:2"-- - ) o
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xix® —4)

13. OSNOVI TRIGONOMETRIJE

13.1. Orijentisani ngao (kut). Radijan.

Uglove date’n stepenima (stupnjevima) izeaziti u :radijaﬁi'mé'f o
13.1.2) 90° b) 180° ¢) 270° | dj 360°
13.2.) 30° by 60° &) 45° dy 15°

Uglove date u stepenima izraziti u radijanima:

13.3.a) 120° by 135°) 240° | ) 300° ;
13.4.2) 40~ by 100° ¢y 68° 3 56°
Koliko étepeni (-stu;tmjeva) ima ugao (kut) ¢ija mjera je izrazena uradijanima:
1352) = b In ¢y 4m d) -2m
T 7 oo
13.6.4) — by - dy —
) 3 ) 2 c} 7 E) p
pr: 5w © 5m L 5w
1378y — by — ) — Gy
) 3 ) o ¢) 3 ?} 2
Sn 3 Y Y
1382 L by 2 a 2=
% by A V3
139a) 1 by 3 ¢y § d 11
13.10.a) -4 by -2 c) -i8 dy -253

13.11. Koliko stepeni ima ugao od %C radijana?
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13.2. Trigenoé‘metrijska kruZnica i predstaviianje uglova (kutova) u

kruinicig

U trigonometrijsku kruznicu ucrtaj uglove:

13.12.) 90° - b) 180° c) 270° d) 360°
Bi8a) 30° . - i) 120% ) 210° d) 300°
1Blg L _ b) 3 ¢) an d) Yz
4 3 6
13.15.2) -150°] B) -300° o) -450° d) -540°
13160y - % | A o 2L FILE
' ; 4 6
13.17. Pronadi tatku na trigonometrijskoj kru¥nici koja odgovara datom
broju: a) 2 “b) 6 ¢) -3 d) 4

13.3. Definici '_e trigonometrijskih funkcija na trigonemetrijskoj

13.18. Nacﬂa; na tnwonometn;sko} Lruzmcx dati ugao i odredi graficke vrijednosti

“Je“OVDﬂ sinusa;

3.08.2) 30° b) 120° ) 210° d) 300°
13.19.a) 971', b) i c) 2 _ d) 3
‘ 3 3 4

Nacrta_} na tngonometruskq; kruznici dati ugao i odredi grafitke vrijednosti
njegovog komnusa

£320.2) 900 b) 120° c) 180° dy 210°
132128y . b) fi’i c) i’i g U
6

Nacrtaj na trigoiiometrijskoj §\mznm dati ugao i odredi graficke vrijednosti
UJ@gOVOg tangensa:

1322.2) 459 by 120° c) 135° Cdy 225°
1323.a) 2% ) z ¢) é,{r,, & A

E 3 i 4 4
G0

Nacriaj na trigonometrijskoj kruZnici dati ugao i odredi grafike vrijednosti
njegovog kotangensa:

13.24.a) 45° by 120° ¢y 270° d) 315°
1325.2) &~ b < o 2 g -
4 2 4 3
13.26. Konstruidi odtar ugao o ako je:
a) siﬁmO,?’ 23] ccsw% c) sina;x-i— d) tgo=2 &) ctgoe=5
Grafi¢ki odrediti vrijednosti ostalih trigonometrijskib funkcija ako je:
13.27.2) coso=(,5 b) sino=-0,5 ¢) cost=-1 d) sing=1
13.28.a) tgo=3 b) tgo=-2 c) ctgo=2 d) ctgoe=-1

13.29. U kojem kvadrantu se nalazi druga krak ngla o ako je:
a) mzoo by o=350° o) 0=645°

[zradunats vrijednost izraza:
13.30.a) 3sin90°-78cos90°+55tg180°
13.31.a) 35sin180%:9cos0° - 551g360°

b} 1lees180°-12sin270%+5¢tg270°
13.32.a) 2sin7t + Scosm + 3ign

b} 6cos0-4sin90%+45tg360°

b} 3cos3® - sindn+24ctgn/2

d) 0=1275" e) 0=-855°7

13.4. Definicije trigonometrijskib funkcija oftrog ugla u pravouglom

__{rouglu (trokuty).

Vrijednosti trigonometrijskih funkcija nekih uglova (kutova) koje se €esto

koriste u razmm Ladauma

a .. b 300 . 430 IE 600 7 900 1200 . 1500 3 1800 27»'020 3600
'f(Ot)._ : '1{/6 Toowid Ry 2ws b swe TR B2 e
ctg(x;_: NER 1 : {i‘ 0 - nd
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* 13.33. Karete pravouglog trougla su a=6 i b=8. Odredi vrijednosti
trigonometrijskih funkcija oftrih uglova ovog trougla.

13.14. Izradunati vrijednosti svih tr 1g0n0metrijsl\1h funkeija ostrih uglova
pravouglog treugla kod koga je:

a) a=t, c=5  b) b=9, c=15 ¢) a=10, b=24 d) a=20}, b=21.
13.35. Konstruidi odtar ugao o ako je:
a) sinotmi b} coso= 2 )t mi d) ctgoz—l}»
) 3 3 & 7 6
lzratunati vrijednost datog izraza:
13.36.a) sin30°+cos60° b} cos60°-51n60°
<) sind3°-tgds° d) ctg30°+5in30°
13.37.2) sin30°-cos60°-1245%ctg60° b) Zsin60°+Tctgd5 -6tgds°
13.38. $in30°cos60%+c0s30sin60°+2c0s45°sin4 5°-tg45°,
13.39.2) 2sin -+ 4cos & - tg£ b} deosZ - 2sin T 4 th .
6 3 4 4 2 4
13.46.2) 4sirz£ ctgzE - cos-}E tgzz b} 85:in£ cos.zE tUE +c€g3 i .
3 73 376 _ 374 6
anb e 4D 0 20
13.41 2 2s5in 30 07’“3 b) Zcos 43 jblll45 o 1+ 215760 ey
10sin 30° —1 1+ sin ™ 45° 1-2tg° 60"
13.42.2) sin” 30% + 2sin? 459 b 5t2730% + ot 450 o Gsin” 457 —KCSFgIGQ(i
Jeos? 30" —cos? 450 sin? 60% - 2cos? 459 - g *60"

Odrediti vrijednosti trigonemetrijskik funkeija datih nglova Ckoristiti kalkulatore):

13.43.2) 44 by 53° ey 27 dy 42,34° e) 1457°
1344.2) 42 by 15 c) 32 dy -12 e) -676,47
Odrediti ugao x 1 stepenima, minutama i sekundama ako je dato:

13.45.2) siox=0,74327 b} cosx=0,95641 c) tgx=0,23458 d) ctgx=3
13.46.2) sinx=0,947 b} cosx=0.124 o) tex=12,58  d} ctex=-12.5

eredltl ugao x u radijanima ako je dato:

1347 a) sinx=0.53827 . b) cosx=-0,53748 ¢) tgx=13,143 d) ctgx=0,567
13.48.a) sinx=-0,88 b) cosx=0,48 . ¢) tgx=-3,143 d) ctgx=11.
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13.5.  Osnovni trigcnometrijski identiteti

Zadana | oo RALENA‘-TRIGONOMETRIJSKA FUNK

fﬂnkcua:‘i '

smoc :

L L 12 . »
1349, Akoje sino = — T?: , o u Setvrtom kvadrantu, odrediti cosoL

. 4 ' e .
13.50. Ako je cosa :_»sw-, o, u Setvrtom kvadrantu, odrediti since.

L 12 . :
13.51. Ako je sino. mfg—g— , ot-u drugom kvadrantu, odrediti cosou i tggl .

13.52. Ako je cosl = — “I“E o u drugom kvadrantu, odrediti sino,ctge i tgo.

13.53. Ako je tge. = 3, ot u prvom kvadrantii, odrediti vrijednosti os{aiih
trigonometrijskih funkeija ugla o :

13.54. Ako je ctgo=2, o u prvom kvadrantu, odredit] Vruednom ostdilh
trigenometrijskih funkeija ugla o S

13.55. Odrediti vrqedno::tx ostalih U‘lEOﬂOmGt[‘l}iklh funkcsja pozitwnoo
odtrog ugla ¢ ako j e dato:
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3 40 7 4
e b SE i —— O ot = e ) feoe—
"3 ) cost a1 ) ciga 3 ) g 3

e

a) sin s

i ) sinozn—i.mc'osoc . :
13.56.:Qdrediti vrijednost fzraza =i _ ako j& tgo = -2,
' . coso—sina

i3 2
ST oL —~CcO8T X

13.57. Ako je crgo=3, odrediti vrijednost izraza — T
' : sin” o —2cos” o

L ) : -4 3r
13.58.Odrediti vrijednost izraza tgo. - tgosin’or, ako je coso = — 3 i —maa< BN

. : |
13.59. Odredit vrtjednost izraza 1g o +—
sin o cosu

13.60. Akoj je tGOt -+ ctgoe 5, odrediti :

a) g (x +etgio b) tg'o+ciglo.

4 . .
13.61. Ako je szna+cosa=§ , izralunati sinOcoOSOL.

13.62. Ako je 1g00= =, odrediti SSRE = I0SE
_ 3 3cosa —4sing

Uprostiti dati izraz:

13.63.2) l-cos?x - b) tgxcosx ¢} sin?x-1 - dy 2-2 sm X
13.64.a) 3«:052;)(—3 b) l-cos2xsin?x <) ctgxéinx—cnsx d) 3- sin’x-cos x
13.65.2) i+cos’omsin'e. b) sinoctgorcoso €) (I+sino(t-sino)
13.66.2) sin’xicos'x-sin*x+cos’x b) sin*x+2sin’ xcos "x+cos™x
¢} 1-cos™ + tg'xcos™x _ d) S-sin*55%-cos’55°
sin’ oo +te tgor etglo 1 2sin” o — 1
13.67.a) | by EERR ) e cly dy —————
cosor —1 crg +cigfi rgto ciga 1—2cos” @
13.68.0) S ¥ COST X ' b)
SH X - CO8 X co8T X cigTx
¢y 1= 17 ] ]ﬂ d) §mlnxffgxwrgxsinx
0sT x L0 sinT x f cos” X :
1+cos < . COs X CoS8x
13.69.0) 1 SO8X |y [1Hcosx B e e
sin’ x sin x l1—-sinx 1+sinx
stnx ' . cosx
c) ctgxﬁ«—————ﬁm 4 tgx+
- drcosx : 1+sinx.
: +5i - $inx : l+cosx  {1—cosx”
1370.% 2) \j L b \/ T s
' . Li-siny I4sinx - I—cosx Vl+cosx
94

+ctg o, ako je tgo + ctgo= 3.

\/Hsinx 1—sinx | [1+cosx \/Iwcosx

c) — - +

I-sinx V1+sinx Vlwcosx 1+cosx
I+m—~1-m

13.71.% Ako je sinx= .

b .. .
, 0<x<.-2~, O<m<1, odrediti cosx i

C m
dokazati da je sinx cosx = B

13.72.% a) (sina+cosa)2-——————~—mw1 Yoy —— -
lga + clga Vitsing Vl-sina

2 [2}2

Dokazati shijedece identitete:
13.73.2) sin’a +sin*acos’a+cos o=
i3.74.2) sin’o-cos*u=sin"o-cos’a
13.75.a) (1-cos"a)(1+tg’m)=tg o

b) sin‘os2sin’ocos’orcos o=1
b) {1+tg’e)cos a1
b} cosza-i—coszotcigzazctgza

2 .
cos” x—-1 : s 3
13.76.2) —j-,—-————:fgzx b) 5cosx. 4 3+35sinx _
sin” x -1 3~5sinx  4+5cosx .
1 1 l-stnx CO8 X
c} R B =1 dj = .
sintx fgTx cOSx I+sinx
—Zsin’ x sin® x—cos®x .
13.77.4) - e . b S—I?———';——Mxsinx—cmx
2cos” x—1 I+ sinxcosx
, sin cosx i sin x ~cos” x g a—1
13.78.2) AN R P -
T+cetgy la4fgx  sinx+cosx sin xcosx Igx
sina+rex rgix—1 -
————Em:imfmcosx : dy 1+%§;’L~w:23m" x
tgx ' tg x+1
2
X X
S +c0os— | =1
( 22 2 X {1 |
13.79.a) = Aoty — by | —COSX | —— —SiNX [=5inycosy
X . X X 2 | cosx sinx
1g— —SIn= Cos— :
2 22
sinx COsX rg2x+1 2 .z 5 s
13.80. = 13.81. rgia—sin” =7g (sin” &

sinx+cosx  cosx—sinx  rgix—]
13.82. Ako je sinx+cosx=m, odrediti sin’x + cos’x.

13.83. Ako je sinx-cosx=m, odrediii:

.3 3 . A
a) sI'X - cos X b sin'x + cos'x

Dokazati: | - : -

1384 3(sm o+cos o) - 2(5m o+cos (x) i



13.85% sin’( l+cigar) +cos3a(1+tga)=sin0t+cosa.

13.6. Periodicnost trigonometrijskih funkcija

S0k 360°) < sinx, i sin(x+2km) = sinx ;. keZ.
cos{x+k-360° } =cosx il cos(x+2Km) =icosx |, - keZ.
MEHCI80°%) = g i tg(xiki) mtex ;. keZ.
cwmk 180% =tctgx ili - crg(xtkm) ﬁr—'-ttgx Sl keZo

1387 a)ij:BC}?li osnovni period date fankcije:

1.3.88'3) 5:15”1’(_ b) y=-1lcosx c¢) y=sinx-+cosx
13‘89‘ Y:\}Ssmx by y=12-cosx c) y=2$IX-5c08X
3.8%.a) y=sindx b} ye=sin(x-1) -¢) ¥=cos(2X-T0)

1390.4) y :Osin[t : ._.\ b ( T
y=1i X )y =rg) dx e
4 ) L 6

d) y=4sinx+tgx
d) y=3eg2x
A

37

C)y v=1 (-——-x
i
[3.91. Provjeri dg Iije Y period funkcije y= 9sinix,

_— Izracun:u vrn]@anst datog izraza:

L ;3 :1[119700 i b} t7765‘° ¢) cos405° d} crg750°

13.04, 08420°-25in750 b) sin810°%+15c081170° ¢) t9585%clg225°
1y 7\51]6%{}”+’%cox990°—ctg765” b} 6eosis00°- %1:1‘!40°+t(:900° '

Vr Utdnosl: trig fiski i i :
gonometrijskih funkeija datog lzrazi pomodu trigonometrii
7] p etrijske
funkcue DSUOG ugla ! - !

i g [+] .
13.95. a) 810 171 30 . b) cosR00° C)- Eg}:S]{}o d) Ctg24{)5°
13.56.2) sm_g_ s b) cos 167 & 1o HZE 4 crg 1_9_2{{

15.97. Izradunat vrijednost izraza: )

a) 2sin =2 4 4 cog - S, 107
G 6 b} cos 3 ..,Ig S

©) 1ZY27 +5in 287 — cos 1 7% + cxggj—r—
2.

13.98.* Odredit period funkeija;
. W y=Psin26+3 by y=|ileosGr—4)+19] ¢ y=!8ig(x-2)-6]
13. 99 Ispitati da i je periodiéna slijedeca funkcua

aj - )‘Smx/—mr—hcosfx by y= cosx:%x“tgfx

96

d) y=cosx-sinx:

13.100.* Ako za svaku vrijednost argumenta x vrijedi jednakost

fle+o)y= 1=/ , dokazati da je funkeija f{x)_per?q_dfén_a.

1+ f(x)

- 13.7. Trigonometrijske funkcije negattvnog argumenta. Parnel

neparne trigonometrijske funkcije .

funkcijaje: nepama ;
ikcijage: nepama‘ :

Ispitati parnost slijededih trigonometrijskily funkcija:
13.101.a) y=2sinx b) y=-3sinx c) y=fdcosZx )
13.102.a) y=sinx+il b} y=tgx+3 c) y=ctgx-4 d}
13.103.a) f(x)=3-xctgx b)) (X )=4+xc0osX

U o) feO=ctglOx+44 d) f(x)=12-3s8in2x

=-8C08X
S INX+F2C 08X

St

1(033 od slijedeéih funkcija je parna, koja je neparna, a koja m_|e 11 parna ni
neparna: .

518 3x - cos4dx : Sin° csinx”
13.804.4) - f(\)———.*——— b} f(x)=———— c) flayz—>i—
X —sin3x ooxT —cos2x CO82x

rg54 &) f(x):SQgSSXEfgS.r

13.105.2) f(x)= x*1g'3xsin’2x b} Fx)=5te’5x

13.106.% Ispitati parnost slijedeéih ﬁmkcija'

a) f()C)Abiﬂ(ﬂll: -i«l)—é—cm E)L ._%i

by F(x)=sinlme* —1)- 2sin x
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13.9. Svodenje na prvi kvadrant
13.8. Znaci trigonometrijskih funkcija

13. 7. U kojemé kvadrantﬁ se ﬁalazi'dfagi krak ugla o ako .}:e_sinOKO; cosa=<Q?
13.108. U kojern kvadrantu se nalazi-dragi krak ugla o ako je cosa>0, tga<0?
13.109. U kojem kvadrantu se nalazi drugi krak ugla o ako je tgo<0, sino>07

13.110. Odrediti znak datog broja: "

a) sii125° b} sin320° c) costi6®  d) cos250°
13.111. Odredi zénak svakog od datih brojeva: o ' o
@) (2265745 by ergs73° 0 ©) cos(:2267) d) sin(-270°7) : T qex %
. . Crx 0 ile 360°+ % L Y osinxl Jo o cosx Tex L) cek
13.112. Odredi 2nak proizvoda: T e T NSRS Tk o S e
ay si1]7.2€’éos](¥;0° b) - 12200°%in350" o) cos(-95Mctg(-100") c 2k o i ke360° +x ke b osink o ycosx o rex o foctex o O
13.113. Odredi znak raziike: . , ) _
1) sin7 7 -sinzs” by cosb7 - cos30 _ Datu vrijednost funkcije zamijeniti vrijednoScu funkeije komplementnog ugla:
Q) te7avag54° : d) ctgl2® - c1g86° 13.118.a). 5in23° b} sin66° cy tg43e dy tgl4®
_ : _ . _ 13.119.8) cosl7® b} cos51° c} ctg24® dy cig72°
[3.114. U kojim intervalima je data funkcija pozitivia, au kojima je negativaa:
a) y=SiNXCOsX b) ywsinxigx c©) y=tgoretgx  d) y=I-sinx izratunatl po formulama svodenja na prvi kvadrant:
P . o ' 13.120.a) sin]20° b) cosl50° c) sini35° d) cosi20°
13.115. U kojim intervalima vrijedi nejednakost: _ 13.121.a) gl20® . b) etgl35° c) tgl35® dy ctgl50°
ay sinx<{Q . b) cosZx>0 c) sin2x>0 ~d) sin(-2x)>0 13.122.8) cos210° b) sin240° c) ctg?2se dy sin210°
5 ' 13.123.a) sin225° b) cos225° c) tg240° dy ctg240°
13.116.% Naéi sva rjeenja nejednatine: 13.124.3) sin315° b}y cos300° c) tg300° d) ctgl3an®
a) tg2x<0 by sin2x>0 ¢y cos2x<0 d) ctg2x<D :
{ Odrediti vrijednostl trigonometrijskih funkcija:
13.117.% Odrediti oblast defintsanosti (domenu) funkcije: | ig.lZS.a) sind §0° b) sin855° c) sini230° d) sin960°
L i e " 3.126.a) sinl290° b) coss70° c) cosl230°  d) tgd60°
_ ’ = o fEx =<3
2) fl=vsinx  B) =y €) flx)=3cosx 13.127.2) cos480°  b) ctg855° ) 1g1230°  d) cos945°

Vrijednosti‘datih trigonometrijskih funkcija zamijeniti sa vrijednostima
trigonometrijskih funkcija uglova koji sn manji od 45°

13.128.a) sin55° b) sinil4° ©oc) sinl60°. 1) sin325°
13.129.a) cos87° b) cos215° c) coslll® d) cosd00°
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13.130.a) tg187° b) tg280° c) ctgd51° d) ctgol0®
13.131. Vrijednosti datih trigohometrijskih funkcija zamijeniti sa vrijednostima
trigonometrijskih najmanjih pozitivnih uglova:
a) sinllm b) cos237n ¢} sin8m dy g33.1xn
1 lzradunati vrijednosf izraza:
3.132.2) cos660°  b) sin§70° ¢} ctgh30°
13.133.2) 4sin810° +3c05720°-35in630°+5cas900°
b) 31g540°+2co0s1170°+4sin900°-3c0s540°

2
13.134.2) sin 156{5* SIgBTH + 2c:osl—9£

dy tg585°

b  100ctg’990° + 25152 540° —3cos® 990°

13.135. Dokazati istinitost datih jednakosti:
. 49 27 35T S5 : - 29 T
a) Sin—7 = i T = —gin 1Q — = g
r cos 5 b) cos 0 sin = ¢y 18 = &5

13.136.% Uprostiti izraz :
a) sin %+o: cos(oc*3f’:)c‘fé';(£+a\
2 L2 )

by sin{o — 177 )coslr + oz)z-g(%r— - a)
v

13.137.% Dokazati istinitost jednakosti:
5in825% cos(= 159 }+ cos 75 sin(- 555° )+ 1215512457 =0

£3.138.* Dokazaii jednakost:
cos” 6960+rg(m 260" }gﬁ?)(}o —cos?156° 1

1 - - W_:g'iSG.
tg*252% +ergt342" 2
13.139.* Dokazati taénost jednakosti: c
sin(- 328° )sin 958" B cos(~ 508° Jcos(—1022" ) 1

cig372° rgl~212°)

13140 Dokazati jednakost: i
5in 3957 5in 145 — cos(- 505 Joos 755° ~ ref- 616" ) g194° = 2.
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13.16. "Adicione teoreme (formule)

Izradunati:

13.141.a) sin28%cos2"+cos28%sin2”
13.142.a) sin35°%0s10%c0s35%in10°
13.143.2) c0s53%c0s37°- sin33%sin37°
13.144.a) cos41”cosl 1™+ sind|°sinl i°
1g24° +1g21° yy 1834741826
1-1g24%g21° 1-rg34°%rg 26"
1g73% —rg 38" 1534% 14"
1+ 773" 28% 14 rg34%254°

12.145.4)

t3.146.a)

8 T

b) sin33%c0s27°%c0s33%5in27°
b} sin85°cos15° - cos85°sinl5°
b)Y cos28%Cos32%-5sin28%5in32°

5 cos78°c0s339+sin7R%51n33°

19124% 4 rg56°
11l W
12100° — rg40°
1+1g100°1g40°

§3..§47.AROJ@SIHOC=§-, 515113:“‘7”’ O< o <—_)—, —;<ﬁ<?€,0di'€diti:

1
B sin{o-B) <)

ay sin{o+f3)

13.148. Odreditt tgloe+P) 1 tgio-B), ako je cigozm—j;, ctgfs

cos{o-3)
5

=

[3.149. Odrediti tg(o+B) i tgle-f), ako je cos (g*a}*ﬁ, sii{g—ﬁ ’:3,

13

-,

<, O<[3<§.
2 2

13.150. Odrediti sin(30%0), ako je rga=- i 180°<u<

3
4

%

2713

?_70":?

13.151. Odrediti cos(30°), ako je crgar="1 i 180° <o < 270"

|
W

13.152. Odrediti tg(45%+0), ako je cosar =

i 270° < o< 3600,
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.y 8 ' _ -
13.153. Ako jesin o = =77 | 270" << 360", odrediti sin(60°+01) i cos(60°-).

13.154. Bez u;éf)otrebe kalkulkatora i tablica izraunati;
a) cos75° b) c0s105°  c) tg(-75%) d) Ct815°

1 1
13.155. Dokaz;at; daje orhB=4S°, ako je tpo= th~~, @i B suodtr

pozmvm uglovi. -

13.156. D{)kazau da je Ot-ﬁ 30°, ako je smotm J-{;“é sian%, & i B so oS,
pozmvm aglovi.

13.137. Dokazan da je. OL-B 30°, ako je toa_m@m i thmg—:}‘, l<a<d, i P
4-a N EY ’

‘su o_slr_i pozitivai uglovi.

" i E*" ) . ) ) )
13.158. Neka JP tgoe=x, tgh= " a x>-1, ai B oftri pozitivni uglovi. Dokazati da
. ¥ . |
je o+ B Py Kohko;e o+ ako je x<-17
13.159. Izramn

g) sm{(x-&{i—w} b} cos{at+f-+y)
pomogu trigonometrijskih funkeijaod o B 17y

1 3
V1T Vi’

- ¢) tgleHB+y)

: s 1
13.160. Ako je sina :gs sin 8 = 1siny= dokazati da je

G’.'-E-B"f" "f’: E B
o2

Izraéunati vrijednosti datih jzsaza:
13.161.a) - 5in20° cos28% + o520 sin25? sin34° cos236” ~sin 56" cos1 24°
c0535° cos1 0° —sin35% sint ° 0828 cos88” +cos178 sin208°
13,160, rg(?gi) +a)+ Ig(6 fo:) 1+crg(38 —ﬁ)ﬁg("/'o “*“13)
1-16(39° + o }g 6° -a) 1gls2° + B)-crgle3” - p)

AT T . om I St @
CIE ——CO5 — = §iN —cOs —— | | +1g ——tg-—m
3163, .. 9 9 8 8 12 712
| 2 L E "
RV

N 7 7 S T
Gl =—tg~— lctg—+rg = | 1—1g -
[3.164. L 8 SI 18 7% glz]
bt e (1 e 2 Jetg -
( SgSI_ —_igf.9g9 1512 S
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Date tzraze dovesti na Sto jednostavniji oblik:
13.165.8) sinZacosc~cos2asing b) sin(o+f)sinB+cos{a+Bicosp
¢} cos{o+P)+2sincsing - d) sin{o+B) - sin(o-fB)
13.166.2) sin a+,B)+sin(a__ﬁ) cos{ot+ )+ sinc sin 8
' sin{oe + B)—sin{o— ) cos(or — B)~sine sin 3

) sin{ee + B )—sin{o — B) sin{a — B }cos B + cos(a— B )sin 8
costa + B)+cos(a — B} cos{or — B)cos B —sinflo — B)sin
13.167.a) cos(c+f)cos(o-Br+sin(e+B)sin{o-f)
b) sin(o+45°)cos(-45)-cos(+45%)sin{ -4 5°)
13.168.a) sin33°sin67%cos14°+cos37°%0s23°
b) sin20°+sini3°sins7°-5in33%sin77°
¢) sin200°sin310%+cos340%0s310°
d) 5in30%cos30°tg30%+ sin30°cos3(Pctg30°
13.169.2) sin?(30° — )+ sin>(30° + o) sin ot
b) cos® o~ 60° J+ cos? (60° + o)+ cos® o

13.170.2) teongB+(teottgB)ig(osB) b) te(45°+00) - ii?ﬁ
o iglo— B+ t¢B o 4 Ig(450 -oc).+ g
tg(or+ ) —1gp 119045 —eniga
—to to L — —rg*15°
13.071.0) 8e6h by SEETL elas0va) o 28
. rgoc+rgP ciga 1 g 715" =1
rg{%—}-a}—rg[zﬂos) rg9£~tgf
13.172.2) by 284
tol Evar 4 (z [+1 on fgﬁ
e - gl o L -
& 4 68(4 & 28 74
13.173.a) cos2oe-sin2oigo b) sindo ctg2o - cosda
2sinlor -+
9 (@+B) | o

cosla + B+ cosla — )

13.174.2) Cosz(ﬁ""z‘)*‘c_‘??f(‘)‘fﬁ)
Zsin“ o sin” B

by gl sin*{B +a}+sin (B —a)
~2cos” @ cos’ B

—Clg ‘o crgzﬁ

. Dokazati istinitost datih jednakosti:

[3.175.2) sin(45°+a)=cos{45°-m} “ by cost45°+dﬁ)'£sin(45°-o¢)
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¢) costcosP(tgo-tgB)=sin(o-B) d) -;-(csaa ++/3sina )"-“ sir{SOO +a]
13.176.2) sin15°+tg30°cos15°= _‘/;9 b) Jgsim—cosrx-:Qsir(cxﬁg]

13.177.a) sinfer + B)sinler ~ B)=sin® @ —sin”
b) cosle + f)cosler - B)=cos? & —cos® 8
g+ -

13.178.2) VM:M, b) sing—coso-1g > =18 %

cigfvriga cos{a+ f3) 2 2
13.179.2) rglo + B) ~rgex — 198 =1z ougfrgla + B)

w ) \[?j.cosa —25&11(450 __a)zﬂ _
: 2-smi6{)° +ai— Jcosa

13.180.0) sin’(or + B) =sin’ o +sin’® f§ +2sinarsin feoda+ )

(1-ge)eodss’ — o]

b} ) = co;(drfj“ + a)

I+rgor
13.181.a) (go +rgB)ergla+ B)+(rear ~ 1B erglo — B) =2
) (etgar +c1gB)erglor+ ) —{ctgh ~crgoletglo— ) =—2 .
£3.182. Ako je ostB+y =12 , dokazati da je tgotgB+igtey+tegyigo = 1.
13.183.* Dokazat da vrijednost izraza:
COS"x—E—cosz(x~a}—2cosxcosacos(x—(x). ne zavisi od X,
1847 Ako je 0=y, dokazati da je cos’orrcos’B+cos’y-2cosacosPeosy = 1.

£3.186.% Ako je 0+B+y=180", dokazati da je 1go+1gB+igy=tgotePey .
13.187.% Ako je sine =3 sin 3 :%, siny :%, pri demu su o, Bty odtri

uglovi, izradunati sinfee-B+v).

104

13.11. Trigohometrijske funkeije dvostrukog ugla i poluufgla :

13

13.185.%Ako je o+8+y=180", dokazati da je c0520'.+co52[3+coslﬁ{+2cosotcosBcosy_
. . .
3.

13.193
13.194

13.1985

13.196

13.197
13.198

13.199

13.200

LAkoje smmo = rE 1izradunat: sin2o, cos2d, tg2o i ctg2on,

2 . . : '
JAkojesin B = w%, T<fi <37ﬁ, izradunati sin2B i cos2

. lzradunati tgo ako je tg2o=2 i o se nalaziu etvrtom

B.

kvadrantu.

fzradunati sinfd i 12, ako je cos2P=-1/3 1 28 se nalazi u treéem

kvadrantu.

. Tzradusati thZ'Qt ako je cosa :E’;,

F Ako jetgo = 3, izrafunati sindor i cosda .
. Tzraziti u funkeyi dvostrukog ugla: :
a) sino b) cosc c).otgo s d) ctgon
o . led 5 . i«
lzraCupati sing, cost™1 ig@ ako je cos-—= —— , 1 sit-— >0
217 2
e . o 5 . .
. lzradunati sinc i cosq, ako je tg— = ——— , ¢t u Cetvrtom kvadrantu.
_ 2 12 -
. lzradunati sin2a, cos2ol, tg2o 1 ctglor ako je ctg_o_t;'\/g + 1.
. A . . o i
. lzradupati sino [ cose, tgar & ctge ako je tgw'i =03
o A . sin & . o
. lzradunati vrijednost izraza —-———ro akoje tg— =2,
. _ 3-—2cosu o 20

. AKD je stno == ai ,ah> 0, odredit sin2x, cos2x 1 tg2
a-+
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13.201. Ako jo

13.202. Ako je

13.203. Ako je

13.204. Ako je

COsSx =

5 ,:.odrédit'i 51n2x, 90525( botg2x.
1+a o
. : 3 ) n
SIN X -+ Ccos x= 7 odrediti sin2x, cos2x i tg2x.
1 4. .
igx = rE tgy = 2, izraBunati tg2x i ctg(2x-2y).

) 2 : . .
cosx= T sin y = l 270" < x <360°,90" < y <180°, izratonai

S(2x+y), cos(x-2y) i sin(2x+2y).

13.205, Ako je

. 1 I .
SHEXCOS X = 1’ X ugao trougla, izraCunati x.

13.206,:Izraéu nati sindx ako je tgx = 3.

13.207. lzralunati cosdx ako je crgx:—l-.
2

13.208. [zratunati vrgednost izraza:
a) cos’15%sin’15°

bl 2s5in67°30'cos67°30

13.209, Izraéuna‘{i vrijednost izraza:

a) 1—25in2_

15° by —& 15° _2cos’ 35‘.“ L
Tr1g%15° Im’)sm 227300

Uprostiti date izraze:

13210.4) 4smu,coa.acm7a

c) 2co¢?
13.211.a) cos?

¢} sin2-(sino-+cosc)’

" b) cos 2oesin®za
a1 d) 1-8sin‘veos’o
2 v
O-2cos8 0 b). cos20+2sin o o
) L
d) cos'o-6eos o sin“at sin'o

Skratiti date razlomke:

13.212_35 j_@}i)i . gy SiD 22° sin 40° sin 3x
sin20° sin 44°. sin 20° sin 6x

13213 ) - sin10° cosx . cosx sin2x.
1 cos 20° sin 2x © 14+ cos2x [+cos2x

Uprostiti date izrazé :
13.214.2) 2c0523%0s67° .

c) (cos70° - cosZO"){ s.m70° + 5in20°}
13.215.3) 2cos40%0s50°

¢} 8cos10%os20%0s40°
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b) 2sin70%in20°

d) 2cos50%cos40°

b) c0s20%0s40°cos80"

d) 8cos5%os10°0s20%0s85°

¢) cos™22°30 sin“22°3¢'

13.224.2) sin -
g
13.225. Ako je sing = —~—

13.226. Ako je crgor=——

2 .
. -+ R T—x
132164 {sina: + cosar) 5 sin o - . 1 ,
1+sin 20 o |« g0+ cltgox
€O§ — —sin —
2 2
i 3 —sina)
13.217.2) 2sinsin % by osa 2 o) -cos 2
7 14 2sin” & —sin 2¢x
Dokazati date jednakosti: _
13.218.2) 4sin18%0s36%1 by sin70%in50%in10% ~
c) sin40°si11500m~;w<303100
13.219.a) sin3x=3sinx-4sin’x b) cos3x = 4cos’x-3cosx
o .
13220, cos—cosacos2acosdo = _singe
2 .o
16sin—
2
5" ~ igia+ctgio —6
13.221.a) & rg* 4: ﬁ“m Lo sin2a py 8 &L =~ cos 4ot
rg (45 +aj : gt totgTor+ 2
sin 20
13.222. Ako je 3igo=21gP, dokazati da je 1g(B-oyp ————— .
5~ cos 2
Bez upotrebe kalkulatora i tablica izradunati:
13.223.a) sinl3® ) cos22°30°  d) 1g22°30¢

b) sin22°30°

by T 7
b §— ¢} sin— d) tg— e} crg—
Y co . Y o8 - ) %']7 } cig S

. . N ¥ 4 o o
, 180° <a<270°, izracunati smn’;«, cos-; Potg—.

2

P . N ¢ 4 o o
, 90° < o < 1807 izralunati sin—, cos— i g —.
3 2 2 2

T . 7
13.227. lzraCunati sm-z—; cos——n— tg —— T cfg —.

13228.a) [oCosde b) |- )

247 "° 24 24

Uprostiti date izraze:

e - 1-+cos i
cos 40 ' 4

2 2

107



3

s
+xJ

. . 3 )
el o s;n!x—?_ +1. .
13.229.4) I-cos3x by - ¢) 2cos=icosx’
V1+cos3x Vl—sin(— 2

13.230.a) ¥2 + 2cosa, gdje je - by 20+ sin 2cr)

wjél

13.231.4) 1/2+«/2+2¢054x.0$x§§ b) (o et i’ x

1-+cosxy

13.232. Dokazati da »ri;'edi

a) sm————“—'" \;‘2— 2442
zn__2+ﬁ2+ﬂ2+v§

32 4

¢} cos

13.233. Skratiti raziomke:

2) l-—cosx b) 1 ml«‘.czosx o) l+cos2x ) T
LoX sin x cosx X
sin 5 T+cos—
13.234. Dokazati jednakosti:
2@% o iu@*%
a) sin X = e S b)) sin = e——
J+re2 gt
g 5 g 2
2ig hd |-1g” 1;—
<) igx = OO S dy  crgx= =
| 1g? & e -
< 2 b
13.235. Odrediti vrijednost izraza
x 13
Ssinx-+8cosx+ 819 , do jetg—=-—
2 3
Dokazati identitete:
13.236.2) 25?1} X~ s'in 2x _ 'rg,, x 1.+.S%nx~cosx —1g x
2S1r~;x+sm2x 2 I+sinx+cosx 2
X - I . 4S5V
) g——~!—2$1 —ctax = sin x d) 'J:; COsASINE _ o X4
2 2 . - SINX—COSX 2
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a-p
5

13.237.  sino(sino + sinf) + cosofcoso, + cosP) = 2cos”

2a—f
5

13.238. (sinoL- sinB)2 + {cosq - cost = 4sin

13230.0) 1gX=LTC8X ke ke 7 by gg X = SX
2 sinx 2 1+cosx

,Za xiﬁ(Zk-&—i)E, keZ.

13.240. Tzradunati bez upotrebe tablica vrijednost izraza:

LT 4 3T T 77r
cos' — +13cos? w+ccs —4ecost T+ cost——.
8 4 8 8 8
. . Lo o 75 T
13.241. Dokazati da je: a) tgl5"+cigis’ =4 b) crg~é~-zg~é~:2.

, dokazati da je

13.242.% Ako je cosa:m-ﬁw—, cos f= , COSY =
. bt+e a+c o+

5 X , B S, Y
gt —+rgt gt =1,
g ZTrg 2 & i

Dokazati identitete:

e I .
13.243 ___]__ﬂfww:gif__i
2 X 7 X \ 4 2
cos” ——sin” -
2 2
‘/}wi;gén x4+l —sinx

13.244 »

X b
: =etg—, za O<x<—,
\/i+51;‘1x7x/1 - 811 X 2 2
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REZULTATI, UPUTE, RIESENJA

1. STEPENI i KORIJENI

i.1. STEPENI SA PRIRODNIM IZLOZIOCEM ( EESPONENTOM)

1.1.a) 16 b) 25 c) 4 & 1000 1.2.a) 32 b) 16 o) -81 d) -25
1.3.8) -1 b) -1000 ¢} 625 d) 1024 1da) 1 b) 12 ¢) 15
1 8 4 9
1.5.a) " b) or ) - d) = i.6.a) 100 b) 184
1.7.2) 9a'+2a° by 6x*+a’ o) 11x5-8x°
d)y 6 -x" &) x +a’ £ 3a’+4a’
1.8.8) Sa’+a+2a’ by 1la*-6a"-11a’+5a
¢) I[2a*+2a” +10a d) Sa’+2a* +3a%+4
1.9.a) 4° by 377 o) 7 dy 2%
1.10.a) §° by 3" ¢y 7" dy 2%
1.11.3) 256 b) o2 ¢) 243, d) e 1.12.a) 29=1024 b 4"°
625 729 3125 1024
c) a'’ dy b 1.13.a) 8 B 10° o4’ d) b
1.14.0) 4 b) 625 ¢) 16 dy 0.0
1.15.4) a° by o) ¥® dy b°
1.16.a) (27)7 =2%= 64 b) 3° c) 5° Cd
" 1.17.a) -3° by 3% ¢) §° d) 1
1.18.2) %’ b) a® ¢) b dy y?
1.19.2) a® b) x° ¢) b dy y'*
1.20.3) (a-3)""B) (b+1)° ¢y 5° d) 1 1.21. 16, 15
£.22. -1, -2t 1.23. 62 1.24. 9 1.25.-16
126, =9 L _yos 1278 x b) a® o) X7 & X
- £
1.28.2) x b) a° ¢y x* dy x?
1.29.2) 2 b) a® c) x° dy x!!
1303) am—n b) am+3 C) x]-()m d) ax+4+a,\+6
1'31-3) a'.im+2XSn+l b) aZm—M‘eyEan C} Xl}nwdl
1323) a3*+‘+a2‘_ azx+5_a2x+2 b) X2:1‘z+3_x2m_i_x2m+5+xzm+6
133.a) a+2b by x’-5a"x ¢) 1-5bx*
1.34.a) 527 =(52)* =10°=1000 by G4 ¢} 1007 & 10°
1.35.a) 8 b) é« ' 1.36.a) 2° by 4> o) 3° d 3°
137.a) a° b) {x-a)"™ _ g att

Tl




1.38.a) a*? b) a8 ¢ x™ 1.39.2) ax™ +8x™"  b) a"+b"  ¢) a"-b"
1.40.2) 30°5%:6™ = (30-5)%6" = (150 :6)* = 25" by 5 cy 4%
1 .3° 1
L41a)S b = 96 142a) 133 b) <
4 2z 2 2
3xy R —m :
1438y — b ——— 1.44.8) ——r by 1 1.45. a
d ) 2ab? & a’—p* ) ?
1.2. Stepeni s cijelim eksponentom
1.46.a). 1 b) 1 ey 1 dy -1
L 1t 1 1
1.47.a) -1 by 1 -1 48.4a) o= b)) - — 4y i
) - ) o) 1.48.a) 575 )7 9 T 9
4 5 9 b 81 343 bt n’
1492y — . by = =~ od) - 1.50a) ~— b S ) — d) —
)3 Yy 95 9 Ve P Q0 Vo
1.51.a) 10000 b) -16 ¢) 25 d) -1000
|
1.52.2) ———r b) _—“"}*_; 5 ]4 5
S5a’c (m—n)” 7 a’h”
1.53.8) xy-2 b) 26 ) 4a”l’ 4y 2Wx
o 7
L4 22 23l B
7 ‘ 195" ) i
1.55.0) 5 B at o a  d) x* 1.56.4) a by 2 o) x7 dy xF
1.57.a) 6 b 6.7 o) 22 |
. Sn
1.58.a) 2%ab’ B (y-x)! ¢) 5a’b%’
1.59.2) 2422 +b? ) xtyt o T
x v
§—x° —3x : |
1.60.) = by Y73 L6la) BT o
x Xy 4 3
3 : ? 242
1.62.) m+n b) l+a 1.63.2) 1 b) bih ab-i—?b )
m=n 1-a m— b—ay
2 .
1.64. 1 165, (@tbre) 1.66. 2b 167. 2 1.68 22
2be : 9
112

1. 3.

1.69.a) 6. b) 16
1.70.2y § b) 32

Korijeni. Aritmeti¢ki korijen

1.72.ay 5

1.75.2)

1.77.2)
1.78.a)
1.80.a)
1.82.a}
1.83%.a)

1.84.2)
1.85.2)

1.86.a)
1.87.4)
1.88.a)
1.89.a)
1.90.0)

1.91.a)

1.92.8)

"1.93.a)

1.94.a)
1.95.a)
1.96.a)
1.97.a)

2 &2 e
¢y 26 d) 3 1.71a) 15 b) 25 )3 42
| b) 15 ©) 16
173.0) V212 4287 =y(3-7F +(4-7) =437 7 54777 =[BT 42) 72 =
=y5% 77 =5.7235. b) 65 <) 104
1.74.a) Izraz x+2 mora biti nepegativan: x+220 => x2-2 . b) x2-5 ) x27
_ : 1 i 1
24 <2 25 176.a) x<— b) x=-— >
X b) x ¢y x ay x > ) x 2_76)26 1
xR b) xeR ¢} xeR
17 b) 60 ¢ 09 1.79.2) 1 b)) 3 ) 16
a-3 b) 3-a ¢} -(x+1) 1.81.a) x-5 by 16-2x1  ¢) ~(x+3)
.. =3.5=15 b) ..=6-810=480 c) =9-25-0,01=225.0,01=2.25
60 b) 33,6 ) 3300
V50 =4252=425 J2=52 by 32 o 42 d) 35
642 b) 82 ¢y 543 d) 432
Sa\/é b) SX‘V'[S_X c) 4ab2v7ab d) 0 bt /5ab
6a’b’/2b b) 2aby2ab’ ) 30’-_3“"5“ ax”
ia—ﬁ%] b) l.x—]]-v’,\‘wl ¢l a!%{/?
V2 =5 V2 =57 22450 b A28 ) /45 d) A8 -
V250 by V1924 o) V4% 4 3486
Ja* by VO o A & Ai2a?
I — Yo Y, 3
2a b) V2x <) dy 2750
7T by 18+/2 o 1545
14+/3 5y 2042
6-/3 — 35 by 27 +6+/6
94/3 - 34/3 b) 174/5 + 23/%
3493 + 243 by 345 - 345 1980 160 b) 630 o) 192
343 4 54/3 = 8% by 443 =163 = —124/3 ¢} 2642

1.99.a)

S 1.100.4) 743
1102.2) 19¥2+45-7
1103, 2y X2+ R4~ 35

b} 1545

1101 ) 247 =144/5 + 22411
b) 5401 + 0,442 - 4/9
by R/5-12/5+143/3

b)) ~84/2



1104, /30 ; by 2415 o A

66 11338 2V2 B 2 ¢) 0.1
11052) /35 | b) 6 c) 10 1.106.) 4740 by Va8 o 286

Li3daya b ox o VYo A V2 e) V5 n VYob

1.107.2) /1o by V12 o Vi92 1.135.) 0,2 b) a’b  ¢) 2a% Ya? 1.136.2) 8 b) 3
F 12 3

1.108.a) 4/2 = *27 = 3/8 b V25 ©) fOOOOQ 1.137.2) (a—b):(\/ZmJE)z[(\/E) h(@)z]:(f-\/l?):

1.109.2) Y4a® by ¥81a® cy W343a .

Y \/:fv: ' 32 1910 :l(\[a-“i“\ﬁ?X\/-C;—\[];)J:(\/-—\/g):\[E-i—-\[g. b} va — b,

1.110.a) _\/’2“‘ b) ‘\/E ¢ N2 : d) 5 3 8 62 5 6 15/ .8 I\S/ﬁv? 13
T 5 ; JaF 1.138.2) V6 42 =%67:2 =418 b) W8:12=4R8:2" =WT=1
Llitay Yo b) Va o) Va & Vx 5 /]— _ - -~
g 1 15 . Al r 1l Z,
1112.a) V2. 42 =427 42 =322 2 =48 b) 864 =2 o ¥2 11394 ig by V16 o 1{ 5 L1402 1/16 by -3
¢ W32=42 1113.2) ¥3% 2% =327 16 = Wz P J“ %7 e 234 0 = 42/:‘ 13
- " c) a 4 3 — 2 \}W ) 2048 g

by Rf2.4°% c) WI152 _
Lilda) Ra': b Y2x° ¢y Alp¥ 1141a) W;:i\/i by e/amu : o 12 7 o
L1152) %fga’c® b W =W o Wa —a¥Wal a’

L1160) Ya® by Bk o Wa® =¥a 1.142.2) (4f 6f)f 427 3 - 63 ﬁ~;2 6.8/3
M_,._; ) MMT - 1 6 3 I 1N .
1070 ¥ py ¥20°x LUSa) = b T b) va ?“‘f aila’

' = a”

: 2 35-310 0 o) 4i0 4415 J— R
1.119.a) 3/2 + 2@ b) v Ji0 ) 1.143.a) 4 \/; l/»h [ \f"’cr b+ ab- E\[Sa"bm —ab*® Ha'h
1.120.0) 8+ 2415 by 22-4410 ¢y 137-20415 v

a0 3 B St : .
2w 3 by 128 Lz s b2 Ligda) Y™ py @¥d™ 1145003 b S5 o 44 @) 19245
1.123.2) 1442 2243 b 6V24 3364 NLTT -
11242 4 b 6 1.125.3) 8 by 2 1.146.a) [Jf) =Y ) =a¥a by Aax
1.126. I\apomena U zadacima u kojima se pojavljuju varijable, korijene &) a¥27a’b? @) 33,2 . Y3244
posmdtra;’nalmrpo za one \’1]]6dl1;{;§112ﬁh varijabli za koje su delinisani. 7 azﬁ\/az- b a%f@ 5 2&4)(7\f% o 2@(4@
ay -1 _ 147, - :
1.127.a) 535 —aifa by V10 -5 1.128.4) 5 b} 3 L1482 V2 by ¥3 o X5 | g %12
11202) B by Vet s’ L149.a) ¢11 b Wa=¥2 o ‘{’/E 4 e
N 1 a1 ( az—]) Nea' -1 7 ;? 1.150.a) Ya b) ¥x <) %FGX?
1.130.a) | : =Na -1
m\fa ~1 a+ a - (a—v Ia-P a’ - ] ! 1.151.a) &/54 b} \/ 5.3 1”‘ ='J18 g.5¢
\/—‘“_+ . L «/m +a)\/m +a FW ¢) Ws-48° dy H»2° 1.152.a) \/é by a’-&a
MmN 40 - a

b) m- +a [ oy P -

) - I?’i*’rvm Jra - m+vm %a_ . ~ _ . ) 48a” _ d) M '-1‘1.53'3_)_ i?ﬁ b) i/g_

- o) 2 i ) s ] .. _ S ' 3
131.a) 17+2J_ br200+410) t1R2a) 2 WS o L1t 23 . \/;‘0 5 (\/j;)w__ o 51}1
114

IIES



13 b) 46 ) L———MZ 5N (J—M/‘)f

1,155 .2
i55.a) =

7
L156a) 4WZ+1) b 7(‘/_6;“2) (\/_+J‘)J_ " W7 - \[_}\/M

1.157.) ‘/5(‘/52““/5 b) -3 ?X2+f) 37 - 2~Jw f+6

o locishhi- (fmgs«gr 7). (mgﬁmm
1.158.a) (\/§+-\[§X—3;/§+4\/§) b) (Zﬁ—f)(zf—z@ " 5 7+4X2J€+J§)
PP I
11602 %i , WBeis ”)"F o (;____{;z_m}\f{ @ %@
Li6ta) 2 4+f+1) | by (F-¥2+1)

4 Y6 -2 +4
B 12+3)-45) 1+ 3 bn ]
v+ﬁ+“F 1"+ Sl 1( 3} ﬂ (’H G-

X f “, M3 +d3-6-45 +2v!i_3)j

o 4951}

1.162.a)

-
43—
2443 21+243 szﬁ : 2{-13
11( 4 2( «./3+2J_5)_ 4433452415
2-(~11) 2
. 3(5J2—4J§+3J€—6) . 3\[“;7omwe+4\/w

") 2 - 30

1.163.2) Uputa: Racionalisati nazivnik sv ¢kog razlomka. Rezultat: 28,
5 7

2 5 -
Pt T TR T M A
sV esBWE +VE) 7 lo-21 7
ARG -v2) Vi o Yo

1.164.2) Prvo racionalisati nazivnik svakog razlomka! Rez.: 9+ 27 =11

116

it ayat +1 -("‘/az +1 -+QV“

1165.) ez -

- a+wfa2+1. a+1}a _«H .

J;:W by Zrdizal

| Yo 1 1 a 1 1 Y& )

1.166.3) i T ;J‘ (J‘_IWQFA}(%/“H:_%/WI}
ERE N R A LG R ol

Yot Ya+l  Ya f+1 7T R
30 a7 g 3 L
:\/a—i‘/aH+1”]‘/Z=_3\/;2—+%+1+1—i/w:i/;_?¢2. b) 4
1167, =t 1168, -\/;l“b
vab

j.16%9.a) Uputa \la—*—? =4 «/szl +1 ~Ako je az vzqedno%i izraza je.

2a =1 i ako’j je 1<a<?, tada je vrijednost izraza 2.
T

b} Kako je: _[\f?_ag —4‘-+2-)" =2a" +44/2a° - =:z( ~%~\f'2a2 -4) i
A A :

(\12612 -4 w?.)g =207 A2 —4 =2 (G =24 : 4] to vrijedi:
.\/.'crz':+2\‘f2c7% —'4:+\/.¢13 -2 20.2'::4: =

r

J(W”T \/[\f—4~) TR N i |

. i+
2 2 DA S
Ako je 2a% —4 —220, odnosno, |a1 22 tada je \frijedr_mst:izraza a2
Akdje V2 £a <2, tada je vrijednost iziaza T = 2+/2.
1.170. Uvritavanjem date vrijednosti za X u izraz 1 sredivanjeim dobne se:
_o3-g=-2l3 4]
AT Prvo “srediti” dati leraz, a zatimuvrstiti vrijednost za x! Nakon ukupnog

) 2 2
a+amn” + g (1—:11”)

sredivanja dobije se: -Rezultar: 1) mza |m|>1 i

2am
2) —i—, [n_zlgi, Q.

m _

1173, a=2+3:b=2-3 R .1

i '
1.172. nzan>1 i — za O<n<t
. n

ity




a® +b*
a’b® + 1’

1.176.2) ﬁf;if@:%{hmsﬁ:35-3‘\/1+3\/§+3(J§)2+(J§f:
| Z%-%/1+_3J§+'3(J§f+(¥/§)3 =";"3\/(1+~/5)3="§(1+\/§) |
.3 N 30542201445, e
) i/n+3\/§+2‘\/;r\/5 :ij;"”"/g 22(1 5):3z2+4«f_§ ey

2 2

Llﬁ'f.*Ka}m (J-+])m2ﬁ+6+3ﬁ+lﬁif+7f ( ~1)_sﬁ_7
to je: :QJ'[SﬁiF’fm—i[Sx/— 7:'\/\/_-*4 m\j —i) ~J2+i)—(ﬁ~.1):2

b) Kakoje 20+ 1442 (Z—i—wf—f i 201442 = ( —ﬁf,toseiijeva

straniajednakosti koju treba dokazati, moze transformisati ovako: -
12041442 + 32021402 =242 +2-42 =4
LT — s i'_- » ) [ T
(178.7) Na+qa1 25 +4—203 A asf[341] B -1f —ar2aE =3+
b) Kakoje 6+4v3 = 2+ v2) 1 6-42=0-VZ) Lo viijedi
: 2 ” . a
6+dv2  6-42 V[ seav2 . 6-42
Jiyorayz V2 -Ao-442 Lﬁ+2~a~«/§ «/Ew(Q--*JZ)‘J

:isuﬁ 3~ WZ} {( 241f (&*)} (212 -1f = 2] =8

L V2el V2T 2

1179, (4 «/HXJ—O v6N4 —(«f— \/M)V(‘“\/—)V -is =
= 015 fa—15) oo Na+T5 =2(5 - «/E)\{ {5#4af =
—~\/2(f f) (J"+f) (5 V3JV5+43)=5-3=2.

_4 X.E J_ _] :
4f 3 N f a+\;a
1.180. Upuita; bt == : c1+Ygada.
fl---i/zl 1-¥a

1174, ab. 1.175.

| WW\/{JWIJWJ
oo e / (\/”’“ ) BB AR

m-\f2+~/§'\/(2+w/2fmf§ IZ~\/2+«!3):J2+«/§- f4-~(«/2+«f23)2 zJ2+J§-J2—J§: |

1.182. vx+1 1.183,
W2

x°+1
1.184.a) ath,ab>0  b) 1, akojex>1; T akojex<l, x| = 1,x =0
: - X

af;?(xz_m) | .
2 > b) \/g+2\f§+«/2+52

:J%(246+4@+24§+9):\/§(J5+.Jaﬂ)z :ﬁ+l/i—?;+;_

1.185.2)

1.4, Stepenis raeionatnim eksponeniom

1.186.0) V4 b V8¥ =64 o) Vo4’ 4 100
1.187.2) ¥125 B) :95:@ ) 3[31 @ 4L
Vs 3
i 1 1 |
1.188.a) D% by 107 oy 177 d) (ax2 )-E
S - £ .
1.189.a) (Z} by 125 &) all 4 B2 f
1.190.a) 2 b) 4 ¢y 16 dy 10
11912y 3 B2 o % ) = 1192205 b) 3 ¢ 128 d) 2
1.193.a) 4 by 37" o 2 ) 21-8;@ 1.194.2) 12 b) 273
32 3 V3 100
1 3 2
1.195a) 2 2 -3%.5° h) 2
i1 N 5 = R T -1
1196a) - @=0*3=a% py 1 o) x  dj TS ad=q? 03 =g2,

119



' 2 L] ' ER
1.197.2) @ by alb® ) %azf d) a'?  ps
1.198, Neposrednom zamjenom vrijednosti za x, nakon sredwanja, dobije se .
- 17%_ i
lm Bt HE '

Rezultat: Ako je m>n, vrijednost izraza je -1. Ako je m<n, vrijednost je 1.

1.199. Rezulat: 2zam>2 1 -2 za 1<m<?.

[y Ve (1-Smpm
i

1.200. Rezultat: -, ako jeO<m<l i , akojem=>1,

i 1"
N R

1.201. 5

1202, —— 1.203. Y(a- b)Y
L X _ ) x =1
2 23
1204, — - 3“):"?".*3’!})* :
_ﬂi’f/fi +'§ x2y3 7"}!,\;3}:2 WB] ;S ( .

e ey +4f5) (e f} - y(«@;(\/)) (s \/‘) |

(\+v {\/—— Ay j

(- W~ﬁrf+r )

%M“\h \,\__, ¥

W e T W s T )

120

2. HOMOTETIJA i SLICNOST

2.1. Krugnica i krug

2.1. Skup tac‘ia}ga ravni koje su jednako udaljene od'jedné- tacke {b). te ravni naziva
se¢ kruZnica. Tacka O se naziva srediSte kruZaice. DuZ &iji je jedan kraj srediste
kruZnice a drugi kraJ ma koja tatka kruZnice naziva se radljus (polnpreénik)

-~ kruinice. Duz €iji'su krajevitatke kruzmce :1a7|va se tetiva. Najduza tetlva naziva

se preénik (dijametar) kruZnice.

" Skup tadzka koje pripadaju unutradnjoj oblasti kruZnice 7&Jednc sa 1ac,kama te

kruZnice, naziva se krog.

22, KruZnica je odredena srediftem (centrom) i radijusom (poluprecmkom)

2.3. Uputa: Sredite kruznice O nalazi se na presjeku sunetrala duza AB i BC.
Radijus kruznice je OA (=0B=0C).

2.4: Uputa: SrediSte kruZnice je presjek simetrale duZi AB i kr Li?i] ice k(A, ).

2.5. Uputa: Sredidte kruZnice se nalazi na presjeku normale na datu pravu u dato]
tadki 1 kruinice: E\(A ). ' =

2.6. Analiza: Na jednom kraku ugla uzeti ma koju tatku M i kroz. nju povudi
normalu n na izabrant krak ugla. Neka je N ta¢ka na toj normali tako da je MN=r.
Paralela kroz N sa odabranim krakom ugla btjECe simetralu unla u srediftu traZene
kzumlce {Sr.2.1y -

2.7. Uputa: Ako su‘date kininice k(A, R) i k(B, R?, srediété traZene. kruZnice
nalazi se-ta presjeku kruznica k(A, R+r) i k(B, R+1). :

2.8. Aiializa: Neka prava n: sadrzi srediste O date kruZnice i neka ie normalna na
datu pravu p. Oznadimo presjednu tatku prave n i kruznice k 8a A (odnosno A"). U
tacki A konstrmssmo pravu t koja je normalna na pravu n. Prava t _;C trazena
tangenta. - :




}2\};{ A}laliga: ;N_'el_séje_n ‘.19““?.53 na datu pravu koja sadrZi srediste O date kruznice.
budca j&eBta;i? ?{plijesjek pravih n i p. Na pravoj p odredimo tatke B.i-C tako da
e AB=AC=R. Normale u tadik Bi Lkt e '
Krugnice S123) -kama. B 1 C na datu pravu p su tra¥ene tangente
2.10. . :

l;\ p

: S12.4. "

| sl _ S1.2.5.
211, Analiza: Srediste traene krunice

prave OT (81.2.5.).
2.7 . i

Lo

nalazi se na presjeku simetrale duzi AT i

Cety Cel've:;-oug_ao Cije su - stranice tetive iste kruZnice naziva se tetivni
‘o ef"“ga‘.f’- Ovaj cetverougac mozemo definisati i ovako: Cetverougao oko koga
5 ]‘POZ@ opisati kruZnica naziva se tetivni Setevrougao.

pcs-:n]:]e}\a jefcetverougao ABCD tetivni  {81.2.6)). Povucimo dijagonalu AC 1
Frmatamo centralne uglove-AOC (jedan ima luk ABC, a drugi ADC).

Uglovi B 1 € su periferijski i centralni ugao nad tetivom AC, pa je £=20. Isto tako
su & 1 @ periferijski i odgovarajuéi centralni ugao nad istom tetivom, pa vrijedi
©=23, '
Owdaje: ¢ +&=28+2B=2(5+B) o= 360" = 2(8 + B)
o= &+ B =180
Kako je zbir uglova detverougla 360°, to vrijedi:
O+ P+y+8=360° => o+ y+180° =360° => o+ y=180".

Dakie, dokazali smo da su suprotni uglovi tetivnog Zetverougla suplementni.

2.14. Neka su suprotai uglovi Eetverougla ABCD suplementni (81.2.7)), tj. neka
vrijedi <A+<C = <B+<D (== 180%). Talke A, B i C odreduju kruznicu k. Neka je E
tacka na kruZnici k van luka ABC. Tada je Zetverougao ABCE tetivni, pa su mu
uglovi suplementni {preme prethodnom zadatku), odnosno, vrijedi:

<A +<C=<B +<B (=180%.
Kako je po pretpostavel <A+<C = <B+<D, zakljudujemo da mora Yiti <E = <D.
Odavde slijedi da je tatka D na kruZnici k, jer za sve take izvan kruZnice ugao nad
tetivom AC je manji, a za taGke unutar kruZnice je veéi od periferijskog ugla nad
tom tetivom.
2.15. Kako su kod trapeza uglovi uz krake uvijek suplementni, a kod
jednakokrakog trapeza su uglovi na svakoj osnovici jednaki, to su suprotni uglovi
jednakokrakog trapeza suplementni. (Nacrtaj shiku!) Ovo znadi da je jednakokraki
trapez tetivii Setverougao.
2.16. 1z sredidta kruznice (srediste hipotenuze) katete se vide pod ugiom 1107,
cdnosno 70° (51.2.8.). ’

2.17. Neka je AB tetiva kruZnice k((, r} t neka je u tacki B povucena tangenta t na
ovu kruznicu (81.2.9.). Ugao izmedu tetive i tangente oznacimo sa ¢. Neka je C
ma koja tacka na juku kruZnice koji ne pripada uglu ¢. Periferijski ugao ACB
oznacimo sa . Kako je periferijski ugao dva puta manji od centralnog ugla nad
istim lukom (<AOB=2B}, 1o je ugao BOD = B. Kako suuglovi <BOD =8 i o
uglovi sa normalnim kracima, to je @ = p.
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2.18. Analiza: TraZeni skup tadaka je kruni luk AMB zajedno sa kruznim Jukom
AM'B (8.2.10.). Ovdje se koristi teorema o uglu izmedu tetive i tangente.

2.19. Neka normala iz sredista O na datu pravu p sijece kruZpicu u T, Odredimo
ugac <TOT'=0 i konstruiimo Setverougao OTT'A. Data kruznica se vidi pod
datim uglom iz tatke A i svih taaka kruZnice sredifta O i radijusa OA. Trazena
tatka M (i M") je na presjeku ove kruZnice i date prave p (S1.2.11.).

2.20. Analiza: Neka je AB hipotenuza traZenog trougia. i talka C' na.njoj tako da je
AC' jednako datoj projekciji katete na hipotenuzu (SL.2.12.). Vrh C trazenog
trongla nalazi se na presjeku normale na AB u talki C' i kruZnice nad pre¢nikom

2.21. Uputa: Vidi prethodni zadatak.
2.22. Analiza: Neka je du? AB jednaka datoj duzi a. Treba konstruisarti skup tacaka
iz %ojih se dui BC vidi pod datim uoiom OL (Vicii 7adata1\ 2 17 ) Vrl} A tfaienoo

xores

u sn,dlsta duzi BC (S1.2.13.).

2.23. Uputa: Vidi prethodni zadatak.

2.24. Analiza: Pretpostavimo da je zadatak rijeden i da je uazem trougao
predstavijen na S1.2.14.

Pravoug!i trougao ADE se moze konstruisati. Tacka E je sredidte Stranice BC, pa }e
srediéte opisane kruznice na pravoj s koja sadrZi talku E i normalna je na duZ DE.
Kako je poznat i radijus R opisane kruZnice, 1o se centar O ove kruZnice nalazi i na
kruznici k(A, R). Daklé Oek(A, R)s. Vrhovi B i C traZenog trougla nalaze se na
presjeku prave DE 1 kruznice k(O, R).

2.25. Neka je dati trougac ABC sa datim odnosima predstavlien na 51.2.15. Kako je
ugao Abt jednak ugla ACB (=v), (ugao:izmedu tetive i:tangente jednak je
periferiiskom ughi nad tom tetivom}, to je <C + <D = 180°, pa su suprotni nglovi
tetverougla ACED suplementni, §to znai da je taj Cetverougao-tetivni. = -

2.26" Cetverougao &ije:su sve stranice:dijelovi tangenata iste kruznice naziva se
tangentni cetverougan Drugim- vijedima,- Setverougao u koji s¢ moZe . upisati
kruZnica naziva se tangentni Eetverougao,

2.27. Ako-tatkom A povucemo tangentu ¢ na krumacu k, cmda duz Gijt-su krajevi
tadka A.i-dodirna tacka tangente t nazivamo tangentna dui tadke A u odnosu na
kruinicu k (ili krace, tangentna duz tagke A).

2.28. Neka su PT.i PT tangentne dui tacke P u.odnosu na kruzmcu k{S. R). -Kako
jor OT=0T" =R} i <OTP = <OTP (=90°), 10 su rrouglovi A@TP i -AOQTP
podudarni. Otuda je PT=PT" (51.2.16. )

T
2.29. Koristeéi teoremu o tangentnim duZima i oznake sa SL.2.17. dobije-se
a+b-c
AB=AN+BN => c¢= b-r+ar => Zr=a+bc =>» r:-w—f..—";)mm—-.

2.30: Neka je ABCD tangentni &etverougao. Posmatrajmo dodirne tadke stranica
ovog Cetverougld i upisane kruznice. Neka su to tatke M, N, P i Q. Koristeéi
tearemu 0 tanﬂemmm duzuna zakljutujemo da su sijedece dum}ednake



A M B A M B

‘ “AM=AQ), MB=BN, NC=(P, DP=DQ.
3 é‘xf}: +CD'=AM+MB + CP + DP = AQ + BN + NC + QD = BC +AD.
.dd%éd‘ eka 7za gfatver'c)ugao ABCD \frijedt tAB + CD=BC+ AD (8L2.19.).
'Neka Imo PF?S:J'@R Sl_met!_‘aia Ax- 1By uglova <A i <B . getverougla ABCD.
i e :?r?slek ovill simetrala tadka S: Neka su tatke M; N .i:P; redom, na
5 .mcama. Cet\;f&!'ougla AB, BCt AD tako da je SMLAB, SN1BC i SPLAD. Tada
~I"‘3n %MzSNr-SP; (tatke simetrale ugla jednako su udaljene od njegovih krakova), pa
c;;ugl?lci.kgsi SM) 'C!bé.il'l{je tri stranice datog Cetverougla ABCD: Treba dokazati
o d;(?' N uz.n.;m;a dctdlru{{-: i pravu ?D (Cetvriu stranicu). Ako kruznica k(S, SM) ne
kzﬁing i] lvaia.x-.séramcu CI, tada bi-se tgﬁkom C mogla povuéi tangenta CE na ovu
o Y. poiCemu se taCka E nalazina pravoj ADL Tako bi dobili tangentni
Cetverougao ABCE . za koji vrijedi: ' S
Koristeéi py - AB +CE=BC + AE. . -
. b etpf)stavku AB+CI = BC+AD i gornji zakljutak, oduzimanjem, dobije
CD-CE =AD~-AE => CD-CE =DE .

K { AN - ‘ ; - j ja j .
(Sat‘lc’ su (,1?_-, CE i DE stranice trougla CDE, to je posljednja jednakost nenoguda
ﬂeva <o st_f_amcagtmugla veéa je od razlike drugih dviju stranica}, §to znai da ACDE
ABpast@s, odnosno, tatka E se mora poklopiti sa tatkom D). Znadi Cetverougao
2 écD Je tangentni, o |

32. Kako su &ve stranice kvadrata jednake, to je tvrdnja teoreme ogita (Vidi dva
prethodna zadartka). h |

su33' Kako dﬁ_f_lold_lma dva para jednakih susjednih stranica, to je zbir dviju
SUpTotnih. stranica. jednak zbiru drugih dviju stranica, pa je deltoid. tangentni
Cetverougao. '

234, D Q__C

S1.2.21.

A M B :
Neka su M, N i T, dodirne tadke krinice upisane u frougac ABD, a P, Qi T,
dodirne tatke kruZiice upisane u trougao BCD (81.2.20). Kako je detverougao
ABCD tangenini, to vrijedi:

' AB +CD=BC+ AD.
Prema teoremi o tangeniniin duZima, vrijede jednakosti:
MB =BT, , BP=BT;, DT=DT, ., DN=DT,, AM=AN i PC=CQ.
Koristeéi navedene jednakosti, dobije se: ‘
AB +CD = BC + AD.
AM+MB +CQ+QD=BP+PC+ DN+ AN
AM + BT, + CQ+ QD =BT, + PC+ DN+ AN
AM + (BD-DTy) + CQ + QD = (BD-DT} + PC + DN + AN
-DT_?_ +. DT] = “DT‘[ + ]:)Tz
20T, =2DT, => DT, =DT, = T/ =T,.

2.35. Uputa: Neka je sredidte date kruZnice taka O i neka je data prava p. Tatkom
A povucimo tangentu t na datu kruZznicu. Neka je B presjetna tafka prave p i
tangente t. SrediSte S traZene kruZnice nalazi se u presjeku prave OA i simetrale
ugla tBp (S1.2.21.).

2.36. Analiza: U datoj tafki A povudi normaku n na datu pravu p. Na ovoj normali
odiediti tatke O 1 O" tako da bude AO' = AQ" = r {gdje je r radijus date
kruZnice). Sredidte tra?ene kruinice nalazi se na presjeku simetrale duzi OO
(odnosno OO") 1 normale n (SL2.22).
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2.37. Analiza: Neka su k(S, R) i k(§", R") date kruZnice itacka A neka pripada
prvoj kruZnici. Na pravoj $SA odrediti tagke O 1 O" :tako da bude- AQ = AQ" =R/
{gdje je R' radijus druge kruZnice), Srediite traZene kruZnice nalazi se na presjeku
strnetrale duZi O'S' (odnosno O"S'} 1 prave OA (SL2.23.).

2.38. Analiza: Neka je prava t koja sadrzi taCku A tangenta date kruzmce Akoje T
dodirna tatka ove tangente, tada je trougao AOT pravoughi sa hipotenuzom AO.
Kako su tatke A i O date, a tadka T pripada kruZnici prednika AO, to se tatka T
moze odrediti kao presjek date kruZnice 1 keuZnice nad preinikom AQ.

2.39. Dwije kruznice imaju najviSe Cetiri zajednidke tangente {dvije vanjske i dvije
unutrasnje} i to onda kada je njihovo centraino rastojanje vece od zbira radijusa.
Dvije kruZnice imaju samo jednu zajedniéku tangentu kada se dodiruju iznutra.,

2.40. Neka se kruznice k(O, R) i k(0. r) dodiruiu izvana v ta¢ki T (SL2.25.),

Normald v tatk: T na duz OO je jedina zajednic¢ka unutrainja tangenta ovih
kruZnica.

2.41. Ako je jedna kruZnica u liﬂLITlaSﬂjG_} oblast: druﬂe kruznice, ‘tada ove kruznice
nemaju Aa_}edﬁldﬂil tangentt.

2.42. Analiza: Ako je t zajednidka vanjska tangenta datih l\rumtca ki kK, tada je
prava t' koja prolazi srediftem kruznice k paralelno sa tangentom t, tangenta

51.2.27.

kruznice k¥"(B, R-r). Kako se kruZnica k" i njena tangenta U mogu konstruisati {Vidi

zadatak 2.38.), moZe se odrediti i njena dodirna tacka C. Dodirna tacka T traZene =

tangente t dobije se na presjeku poluprave BC i kruZnice k', Prava koja prolazi
kroz talku T normalno na BT je traZena tangenta (51.2.26.). :
Koliko u ovom studaju kruZnice imaju zajednickih vanjskﬂ} iangent:?

- Izvedi konstrukeiju i dokaz.

243 Uputa: Tangenta t' iz tatke B na kruZnicu k(A, R+1) para elna je sa trafenom
zajednickom unutranjom. tangentom datih kruZnica i1 od n_;e udaljena Za T

(81.2.27.).

2.44. Uputa: Cetverougao’ AOBO’ je delioid. Duaoonale cielto;da su normalne
2.45.

Neka jeT dodirna tacka datih kruznica. Nekasu A QB dodune mcke Jedna
vanjske tangente i datih kruZnica 1 neka unutranja tangenta sijede vanjs
tadkama M i N. Nije tesko zakljugit da je T srediste duzi MN (MT=T N3,
Pmma teorenn o tangentnim duzima, vrijede jednakosti:
AM =MT, BM=MT.
Omdaje MN = 2MT = AM~+BM = AB. : : _
Neka prava koja prolazi tatkom O'sije¢e polupravu OA u tatki P. T’aéa je trougao
OOP pravougli sa hipotenuzom OQ(=R-+1) i kitetama PO'=AB i OP (*'3:{-?‘)‘, pa
prema Pitagorino] teoremi vrijedi:

ke u

PO = 00" -PO° =
= KﬁdﬁéiRr =3

AR =(R+r) —(R—1)?

AB'=2vRr .

2.46. Prema prethodnom zadatku i oznakama na S1.2.29. vrijedi:
AB=2ab | Rzlda . BC=2vhe,

akako je AB = AC+ BC, to je:

2Jab =2+/ac + 24be , odnosno, \/C

2.47. Neka su ABiCD dvije jednake teti've kruZnice k(O, R}.




Tada su tmuglo vi AAOR'1 ACOD podudarni (Zasto”)
Centralna rastojanja OM i ON posmatranih tetiva su jednaka jer su odgovarajuce
visine podudarn;h trouglova (51.2.30.). :

81231

2.48. Analiza: UjeanJ kraJnJOJ tacki date duzi AB konstruisati ugao ;ednak datom
ugla (<AB1 B}

SrediSte fraZend kruinice nalazi se na presjeku simetrale date duzi AB (te’me) i
normale u tadky’ Bodpravut (tangentu). U dokazu se koristi teorema o uglu izmedu
tangente i tetive (SL2.31.).

2.49. Analiza: Datu duz AB uzeti kdo tetive i konstruisati kruznicu iz koje se ta
tetiva vidi pod datim uglom o« (V]di plethodm zadatak) Vih A traZeneg trougla je
na presjeka szmetrale tetive AB i dobijene pomoéne Kruznice.

2.50. Uputa: Zadatak se rjelava analogno prethodnom.

2.51. Uputa; Tatkom P konstruisati tangente na datu kruZnicu. Ako su A i B
dodirne tacke tangenata, tada je prava AB traZena polara (51.2.32).

2.52. Uputa: Vidi prethodni zadatak!
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2.2, Mjerenje duZi. Mjera du¥i. Zajedni¢ka mjera (ZM} i najveéa zajedniéka
mjera (NZM) dvije duZi, Samjerijive i nesamjerijive duzi

2.53.a) Najveéa zajednicka mjera datih dui je jediniéna duz: NZM(2, 3)=1

b) NZM(4, 6)=2 c) NZM(10, 15)=3
2.54.a) NZM(16,24)=8 by NZM(13, 39)=13 c¢) NZM(110, 6(0)=10
2.55. Neka je AABC jednakokraki sa osnovicom BC i uglom pri vihu A od 36°
(Vidi $1.2.33.). Uglovi na osnovici ovog trougla su po 72° (Za§to?), Ako puvuemo
simetralu BD ugla ABC dobi¢emo dva nova jednakokraka trougla i to : AABD
ABCD. Otuda je AB=BD=BC". Mjereéi krak AC osnovicom BC nanosimo

osnovicu BC na krak AC. Osnovica-BC se u AC sadrZi jedanput i dobije se

ostatak DC. Kako je DC osnovica jednakokrakog

ABCD, koji ima pri vrhu ugao od 36°, to je CD<BC.

Po postupku mjerenja, sada treba CD nanijeti na duz BC.
Kiko je ABCD jednakokraki sa uglom pri vrhu od 36°,
dogli smo u situaciju kada krak jednakokrakog trougla,
ko ima ugao pri vrhu od 36°, mjerimo njegovom
osnovicom. Ovo, dalje, znaéi da se ovaj postupak nece
nikada zavr¥iti.

Dakle, osnovica i krak jednakokrakog trougla koji ima
pri vrhit ugao od 36° su dvije nesamjerljive duZi.

2.3. Proporcionalnost duZi, geometrijska proporcija, geometrijska sredina
dviju duZi, produZena proporcija. Talesova teorema

256 AC _ 6 1 by AC _ | CB _ 4

L4 BB 4 AB

CB 24 4 AB 5 AB 5 AC
2.57.a) DA _ b) DA ¢} NE d) NE

= 5

_ 2.58. Hipctenuza ovog trougia je dva puta veéa od navedene katete (Zasto?).

TraZeni odnos je 1:2

2.59. Kako teZiste trougla dijeli svaku teziSnicu u odnosu 2:1 , to je traZeni-odnos
3:2. '

2.60. TraZeni odnosya 1:2.

2.61. Ako je odnos dvije duZi jednak odnosu druge dvije duZi, tada kaZemo da su te

C . . .4 c N .
cetiri duZi proporcionalne. Na primjer, ako je "g“ = ~— kaZemodasua,b,c i d

Eetiri proporcionaine duZi (51.2.34.).

"Oznaka AB prédsmvi}aﬁuiinu duZi AB, &to, ponckad. ocznacavame i sa d(AB).



AC=3¢m, CD=2cm, BDH CM,

AM: MB AC: CD =32
Tatka M dijeli duz AB u odnosu 3:2.

263. a) Odaberimo ma koju tacke O i poluprave Ox i 1 Qy. Na polupravoj Oy
odredimo tatke C i [ tako da bude OD =4 c¢m i OC=1 cm, a na poluprave) Ox

odredimo tagku A tako da je OA =2 em. Tatkom D povucimo paralelu DB sa
pravom CA Sada vruedl

OB:0A=0D: OC =411, OD =4
, OC =1
Trazena dus je.x=0B. OA =2
OB =x

Na analogan naéin se mogu odrediti i duzi u zadacima'b), ¢} 1 d).

Uputa: Date proporcije se mogu transformisati.

A (5-x)x=7:5 @ Tx=5(5-x) < Tx=25-5x & [2x=25 & x:5=5:12.
Dalje se konstrukeija moZe {zvesti kao u zadatku 2.11.a) .

b) (10-x):x=20:10 <> 100-10x=20x <> 30x=100 ¢ 3x=10 < x:2=5:3

O (IHR=82 ® 442x=8x & 6x=4  ® 3x=2 & x:2=1:3.

2.65. Zadatak se moje rijediti i na sijjededi nadin: Data proporciia se moZe napisati

wobliku x:a=a:(a+b). Posmatr aju se ma koje poluprave OX i OY.

Na polupravej OX odredi se tacka A, tako da je OA =a i
taCka B tako da bude OB =a+b. Na drugoj popupravoj OY, a

odredi se tacka C, tako da je OC =a. Tatkom A povuée
% paralela AD sa pravom BC. Dalje je,

oD OC OA OB > odnasno, OD:a=a:(a+h).

264,

TraZena du je x~0D. X S1.2.36.

Na analogan nacin mo¥emo odrediti | dui u zadacima b) 1 ¢).

2'66-3) Xia=bic <& y = Eb_ j_ b) x = ]_‘fJ_ ey xom
IS 10 5

267, G’

a’ Ty 2 ‘2 2
gy ety ®  aer P =pd +d? )
@ ab? ¢+’ =a'bd +a'd? © (ab)(bc)+b” F=atbd va’d’ ,
P Abd b7 = bd + 0’ @ bl =ad’ © bo=ad < ab e cd,

5 :
2.68. Geometrijska sredina dviju datih duzi (Sije su duzine a i b ) je duz (&ija je

duZina G) za koju vrijedi proporcija aiG= G b.
oy 2 _ : :
4 G=ab=0 => G=3 b) G=4 ¢} G=6 : d) G=24/2 .

2.69. Na polupravoj Ax (koja ne sadr¥i duz AB) treba odabraii tacke Ay, Az, As

tako “da vrijfich AA = A A= AJA L (Tadk A, odaberemo prmzveljnoi)

Tatke Asi B odreduju Jednu pravu. Pralelno sa ovom pravom kroz tadke A; i
A, povucimo prave. O Ove e prave sgeku duz AB redom, u tatkama C i Di vrijed:
AC:CD:DB = AATAALTAVAL

Kako su, po konstrukeiji;duzi AA,, AjAz1 AsA; jednake, to su }cénake i dLlZ.l
AC, CD i DB, pa je data duz AB tatkama C i D podijeljena na tri jednake duzi.

A c D B
2.70: Zadatak rjedavamo analogno prethodnom zadatku.

2.71. Vidi zadatak 2.69.

2.72.a) 1z kraja A date duZi povucemo ma koju polupravu (kOja ne sadrzi tacku B),
i na njoj odredimo 9, (1+4+3=9), tadaka: A,, As, As, Ay, As, Ag, A7, Ag i Ao, tako

da je

AA = A A, = AL A, = AA, = A A, = AAg = A, Ay = AjA; = A Ay |

Tatkama A, 1 Ay povuldemo paralele sa pravom A¢B. Neka ove paralele,
redom, 'suel\u duz AB utatkama C i D, Tada vrijedi:

AA, 2 P
AC AA, o CD AA{’:iﬁAC:CD:DB:Z;A:

CD ALA, 4 DB ALA, 3

Lt

A
AS -
§12.38. N

A C D B
b) ¢} dy Ove zadatke rjefavamo analogno zadatku pod a).

- 2,73.a) Pokdzacemo, graficki, dva nadina r_gesavan_la oveg zadatka U prvom

sluéaju se na polupravoj Ax odrede tatke C i D tako da Vaueds &(AC) = 4,
dCD=3, a zatim povuce paaalela CM sa pravom BD. Tacka, M na duzi AB dijeli
datn duz U odnosu 4:3 iznutra. DokaZi! {51.2.39. } T



Y- drugom stuéajix na-paralelnim ‘polupravim suprotnog sruijera, od kojih jedna ima
podetak u talki ‘A, a druga u fatki B odredimo tagke C D tako da vrijedi d(AC)=4,
d(BD)=3. Prava €D sijece uz AB u tatki M koja je traZena tacka Dokazil’

Drugi nagin

Zadatke b) ¢) d) rje8avamo na analogan nadin kao zadatak pod a).
2.74.a) Neka je i AB data duz. Povucimo paralelne poluprave u istom smijeru AX i
By. Na polupravoj Ax odredimo tatku C tako da je d(AC)=4, a na polupravoj By
pronadimo tacky-D za koju vrijedi d(BD)=3. Presjek prave. CD i prave AB _]B
trazena tacka N. .
Zaista, prema Ta_lesovoj teoremi i koriStenim oznakama na slici 2.40., vrijedi:

AN AC 4

BN B 3

g 81.2.40.

Zadatke b) ¢) i d) rjeSavamo analogno zadatku pod a).
2.75. Neka je vrh A datog trougla nepristupadan. Povucimo pravu a paralelno sa
pravom AB i pl:ﬁesjeéne tagke ove prave sa pravim BC i AC oznadimo, redom, sa
B’ i A°, Neka j¢ C’ sredifte duzi B’C’. Tada prava CC” sadrZi teziSnicu AABC
(S1.2.41.). f
[ENIER 5 P R g

es]

Povacimo plavu b koja Je paraleina sa pravom AC Presjetne tatke ove prave sa
pravama AB i BC oznaimio, redom sa PiQ. N’ekaJe R sredidte duzi PQ. Prava BR

sadri teZidnicu BB datog AABC. Teziste trougla nalam se na pleSj‘SI(u prawh cc:
i BR,

134

2.76. Neka je AABC posmatrani trougao &iji su vrhovi A i B nepristupalni
(S1.2.4.2.). Povucimo pravu p koja je paraleina sa pravoim AB. Neka prava p sijece
prave AC i BC, redom u tatkama D i E. Neka je S srediste duzi DE. Prava CS

&,x_;ec:e pravu AR u sredidtu stranice AB. Dokazi!
C $1.2.42.

L b

2.77.a) Ako datu duz a=AB tadkama C i D podijelimo na jednake dijelove, tada
je x=AD.

$1.2.43.

AAI=AA2=AzA 3
Xx=AD

A C . D B =3
- Analogno rjeSavamo zadatke pod b}, ¢) 14d).
a

2.78.8) Upﬁta:x oo P b= = x:l=ab.

b

b x=a'ib & bx=a “ xa=ab
: §1.12.44.

i B

X

¢y Uputa: x=ab < x:a=h:1. _
2.7%9.a) x=a" < xa=al b) x = h? & xib=bii cyx = a:b & xil=ab
| ac
2.80.a)yx = —[—— < xmma=ch b) x = ab. & x:a=bic ¢} x:éi & x:b=ca
> c a
2.81. Uputa: Datu duz AB treba podijeliti na 7 jednakih dijelova. Itd...
2.82. Neka je Ax makoja poluprava i neka vrijedi: d{AA y=d(A;A=d(AA)=
= d(A3A4)=d(A4A5)=d(A;;Ag)r{d(AsAy}_.Vidi Si245.
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. 51.2.45.

MA:l BA;

NAg | BA,
AM=2MN

MN=2NB
A

2.83. Na  polupravu Op nanijeti date duzia, bic, ana polupravu Oq datu duz d.
Vidi 81,2 46.

’D
84, Trougiovi AQABR i AO(,D su shéni. Zato su oéLmaI&;Lme stranice ovih
trougiova praporcionaine.

@) AC:R)—rﬁi—):Ba = AC= 2T
DO T4

b) OC=4 ¢) AC=7. OB=2§ d) OA=10 .
2.85. Na kraku Ox odrediti tacku P tako da je OP=m, a na kraku Oy tatku Q tako

TO-BD e 107
—%

da bude OQ =n. Prava koja sadrZi datu tadka M j koja ie paralclna sa p[a\fom PG

stiete krakgve datog ugla v trazenim tatkama A i B (A je na kraku Ox).

36

2.4. Osobine simetrala unutra§njeg i uporednog vanjskog ugla trougta

2.86. Neka Je CM simetrala ugla kod vrha C. Neka eka prava. ko_;a sadrzi tatku A sijede

pravu AC u tagki D. Kako je BC:CD=BM:MA i AACD jednakokraki,
AC=CD, {uglovi -CAD i ACD su.jednaki kao naazmjemem na transverzah dviju
paraleinih pravah) to je. arb=m:n. P13

B m M .n . A

Posmatrajuci neku drugu, od pteos‘{aie civ;je sxmutrale trougia, na anaiogan nadin
dobivamo da su dvije straice ‘trotigha plopo:c:onaine odﬁovarajncam ods;ecmma
na tre¢oj stranici odredenim Sumtlalom unutradnjeg ugla.
Napomena Vr ged; i obrnuta tvrdnja ‘Ako je M tadka na stramcl AB AABC i akoga,

BC:CD =BM: MA tada je prava CM simetrala unutzasn;eo ugia tr oucr]a sa
vrhom C. Dokaz ove tvrdnje prepuitamo:vama.

2.87, Neka je M tatka presjeka simetrale van_gskoo ugla kod v1ha C i prave AB.
Neka jeD tadka presjeka prave koja sadvzitadku Asi paralelna je ea simetyalom
CM. 53 pravom BC. Prema teoremi o odnosu oéyecaka na prav;ma pramena

presjeéenim paraleinim Iiaﬂ%\fuzalama vrijedi: BC:CD=BM :MA .

Nije tetko zakljuditi da je AACD jednakokraki, 51.2.48. )

i daje DC=AC, pa se navedena i

propordijasvodi na . TN
ab= BM: AM B A M

Vrijedi i tvrdnia (}bmum dokazanej. FormuliSite tu tvrdnju t pol\ubaﬁe plovgsm njen

dokaz.

2.88. Neka su-m:t n odsjecei na stranici ¢, Prema zadatku 2.86. vr;]cdx ab=men

odakle se dobije:

: 13 5 1318
L E LN 13(4-—:1?)—151?1 = ’78:17*5" = m”-:w = —,
b =1 15 d4-m . PR o | T 7o

L - 60 . 105 .. 52 . 19‘3
Odsje€ei na stranicibsur — { —= ,anastraniciasy -~ |
e 17 ; 19 19
5 .- 5 2 : € 1 4 5
2 89.a) —63 i ZQ;-]_?_L' 182 E_3_ i 3—5— b) 2 i -5—; -2—(—)1 —ég i
9. 9 29 297 2 2 2 4 -7 -7 3 3
L 75 .90 24 0 36 40 . 50 B o
C) i e e —
i 113 579 9
2.904) = S L :;-1_3-:" Lo x=195 m=195. 5154105210
N b ootx o714 15+x : ’ '
: Ods;eccx koji OdUO\ araju stranici a su m'=182) n =195, a stranici b su
137




. 9L 119,
= e M
o2 2
b L2005 2.0Er 3 o+ n=15, m=20.
e c I3 3. n - .
Ods;ecm koji odgovaraju stranici-a sum’=10, n’=6, astranicics‘u o
’!_12 nﬂ*_lj

c) 0ds;ecm koji odgovaraju stranici a su; 40 i 50, za stranicu b su 24 136 i
za stranicu < sw 75 1 90,
2.91. Cdsjedci kOJe simetrale unutrasnyihi ualova grade fia stranicama su
30 sS85 a9 60 80
Odsjecci koje simetrale vanjskih uglova grade na stranicama datog trougla su:
: 60 i 80; 560 i 588 ; 52,5 i 73,5.
292 Neka je AD simetrala ug]a ARBC }ednakokrakov trougla sa osnovtcom BC:a
© Tadaviijedi: ab=mmn => 6b=3:4 => b=8,
2 93 Koristeéi teoremu o siivietrali unutlasnjeg ugla trougla dobivama

bic = MC‘“_ BM odnosno, b:e=(a- BM ): BM => b-BM-= =ac-c- BM

<. Mc--b_
b'f"C b+eo i

2.04. Prema teorf:ml o %:;netrah vanﬁkoo ugla trougla i datim oznakama vujedli
AB AN ¢ AN '
== lm—mmﬁw— C(AN-—E)) aAN = AN =
BC NC': AN b - _

= (b+c)-BM:ac = BMW

be -

oo

2.95. Za krak bu« AC AB datog trougla vrijedi: b=msn.
Préma teoremi. o simetrali unuta afnjeg ugla trougla
i datim omdkama na slici 2.49. . vrijedis ab=mn =>
| : mim+n) : '
a:(m-m):m:n T (] 51.2.49,
. s

2.5.  HOMOTETLIA GEOMETRIJSKIH FIGURA

2.96.a)

$1.2.50.

o B
A
2.99. Uputa: Za koeficijent homotetije uzeti ma koji pozitivan broj.
2.100. Uputa: Za koeficijent homotetije uzeti ma koji negativan broj.
2.107.a) Konstruisati ortocentar H datog trougla (Ortocentar je presjek pravib na
kojima su visine trougla), uzeti ga za centar homotetije i birajuci koeficijent
homotetije k, uzeti obavezne k>0, odrediti homotetidnu stiku datog trougla,

b) Za centar homotetije uzeti S (presjek simetrala stranica frongla) i
postupiti kao v ovom zadatku pod a).

¢) Ovdje je centar homotetije tacka presjeka simetrala unutrainjih ugiova
trougla. Uzimajuéi ovu tacky za centar homotetije, postupiti kao u zadatku pod a).

2.102. 1J svakom zadatku su uzete proizvoljne tatke A 1B na datoj pi‘:’;i\’Q] a.
- c) ", 0, . 'R + _ A 3

Uocavamo da se uvijek homotetijom prava preslikava u paralelnu pravu.
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2.103. U svakom sludaju se prava preslikava-u samu sebe.
2.104.a) i b} Homoteti¢na sitka datog ugla je isti taj ugao.
¢) i d} Homoteti¢na slika datog ugla je ugao unakrstan datom ugla.

2.105.a) X’
y

2.106.°

A P - B
Prema teoremi o srednjoj duzi trougla, vrijedi ABIIMN |, BCHINP, AC]IMP |
AB=2MN, BC=2NP, AC=2MP. To znadi da su odgovarajuce stranice trouglova
AABC i AMNP paralelne i njihov odnos je stalan. To je broj 2.Centar
homotetije je teziste T AABC, a koeficijent je k=2,
2.108. Svake dvije kruznice su homotetidne. Ako su I"cldljUSi kruznica razlicity,
kruznice su homotetiéne direktno i inverzno. Pokazimo da su dvije kruznice
razligitib radijusa direktno homotetiéne. Neka su na slijedecoj stici date kruZnice
KO RY 1 KO, R

$12.60.
Neka je OM =R ma koji radijus i\ruzmce k,a O'M' =R radijus kruZnice k’ koji je
paralelan sa radijusom OM u istom smijeru. Prema Talesovoj teoremi vruedl

S e e R
___ngf__ﬂ_”’__mmfﬂk:ﬁ - 50=-2355, st =L sr
50 SM‘ O;M. - R R R.
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Iz gornjth jednakosti se vidi da su O i O homoteti¢ne tadke, §to znaci da su
srediSta posmatranih kruZnica homotetiéne tadke za koeficijent homotetije k=R/R’ 1
centar S, Isto tako, ma koja tatka M kruZnice k homoteti¢na je za istu-homotetiju
sa 1ack0m M, kruznice k', Dakle, dw}e kruzmce razligitih radijusa su homotetiéne.
Centar homotetue dviju. kruzmca e pres_;ek prave koja prolazi krajevima paralelnih
radijusa istog smuera i prave koja sadr#i sredidta kruznica (osa dviju kruZnica).
Ako kruznice imaju zajednidke vanjske tangente, tada je centar hOmO’{Etije ovih
kruZnica presiedna tadka tih tangenti.

2.109. Uputa: Tatka presjeka pravih koje su odredene Gdoovarajumm Vrhov;ma
ovih trougiova Je centar hOTﬂOteEle ddtih troucrlova Dokazati! : .

2.110. Neka je MN preatk kruZnice k(O, R). Neka je O srediste stramce A'B™ma
ROJeﬁ kvadrata A’ ‘8 C’D’. Poluprava OC’ sijede posmatranu kruznicu u
tadki C koja je vrh'trazenog kvadrata.
- Analogno se dobivavrh D Vehovi A T B
st normaine projekcije vrhova € i Dna’
precnik MN.
Dokaz: Kako je CB paralelno sa c B, 10 e,
prema Talesovoj teoremi,
QC:0C =BC:.B'C,
OD:0D'=AD: A’D’
OC:0C' =0D: 0D,

odakle neposredno zaki]ucmemo jer je

BC=CD=AD= AB' da je : AB=BC=CD= AD
2.111. Analiza: Neka je AABC dati 1rouoao 1 k(Q, r} data kruznica, Neka e

a;cdlsta opisane kruznice oko datog trougla:- Ake odredimo centar homotetije S:i
koeficijent k date kruZnice i krunice l\ojaje'opisana datom trougly, tada je trazeni
trougao homotetiéna stika datog trougla za ovu ilomotet;;u i C
Konstrukciju provedite sami! N
2.112.Analiza: Neka je AABC dati tl'ougaéf
Na polupravoj AB odredimo tacku-B* tako
dabude AB'=m. Homotetijasa A

Lentrom WAL kouflcijentom k= OB’ OB pxeshkava dati AABC n trazem '
AABIC.

2.113. Analiza: Ako je AABC dati trougao, homotetidnim presi;kavanjcm ovog
trougla, uzimaju¢i ma koju tatku O za centar homotetije i koeﬁca_]ent k=3 (moze i
k=-3), dobijamo traZeni {rougao. Dokazati! |

AA OB B
S12.61,




2,134, ARC ' ' . Analiza: Neka;e duz BC jednaka datoj duZi a.
L o . Konstrui$imo skup tataka iz kojili se ova duz" -
; 'v:dl pod datirn uglom. Dobuenu kruzmcu k-

“preslikajmo hamotetgom H(C, _) u kruimcu

k’. Kruinica k(B tb) sijede kruzmcu k’

tagki B’ koja je srediite stranice AC

traZenog trougla. Vrh A trougla dobivamo
. kao presjek. poluprave CB i kruznice k..

51.2.63.

2,115, Anahza Nﬁi«.&_]e kruzmca K(S, R) traZena kruzmca kO_]a dodlru}e k:ake
datog ugla xOy 1. sadrzi datu tatku A. Centar S ove kruZnice pripada.simetrali s
datog ugla. Néka je p prava odredena datom tatkom A i vehom O dato_g ugla.

5.
SL2.64. B
Posmatrajmo iacke STiMu i\Ojlma paralela sa pravom SA sg;ece prave s ip.
oM S M
Prema T‘a]c%ovcg teoreml Vr:]sdr — =k,
OA SA

pa sy duzi STM 1 SA homoteticne za homotetiiu: H(O, k). Zato su homotetiéne i
kruznice k(S,R) ik’ ($’, $"M). Kako ] prva kruZnica dodiruje krakove ugla, to ¢ei
druga da ih ciedlru;e Sada se uofava postupak konstrukcije traZene kruZnice.
KonstruiSe se ma koja kruZnica koja dOdII‘U_]B krakove ugla, recimo k*(S’, r'),
odrede se. tadke preswka ove, kruZnice sa pravom precimo M i N, i na preejeku
paralele sa-S™M {ili $"NJ kroz datu ‘tagku A i simetrale s da’:o0 ugla nalaza se
sredifte S traZene kruznice. Dalji postupak je odigledan.

2.6. Sli¢nost geometrijskih figura

2.116. Nisu sliéni, jer prvi trougao nema ni jedan ugao od 60°, a sliéni trouglovi
imaju sve odgovarajuée uglove jednake.

2.117. TraZzeni uglovi su: 75°, 65° i 40°.

2.118. Neka trouglovi AABC 1 AA’B’C’ imaju paralelne odgovarajuée stranice
(51.2.65.) Tada su uglovi BAC 1 B A'C’ uglovi sa paralelnim kracima istog (ili
suprotnog) smijera i kao. takvi su uvijek jednaki.

51.2.66.

A
2.119. Kako su uglovi sa normalnim kracima jednaki (ako su oba oStra ili tupa), to
se zaklu&ivanjem kao u prethodnom zadatku dokazuje da su datl trouglovi shidni

(3L.2.66.).
2.120. Na stranici AC datog trougla uzmimo
ma kopu ta¢ku D i povucimo paralelu DE sa

S1.2.67.

: CA :
stranicom AB. Homotetija H(C,ﬁ) preslikava D

AABC u ACDE (Za3to?), pa su ovi trouglovi. /
homoteticni. Kako suhomotetiéne figure
uvijek i slitne, ovim je tvrdnja iskazana A B
u zadatky 1 dokazana (S1.2.67.) .
2.121. Ako je x duzina dalekovodnog stuba, koristec¢i osobine sliénih trouglova
dobije se:
x:§=2:04 => 04x=16 => x=40m. 2,522, x=13,875m
2.123. Odnos rastojanja dviju tadaka na geografskoj karti i rastojanja odgovarajuéih
mjesta u prirodi jednak je razmjeri karte. Akosu A™1 B tafke na karti koje
odgovaraju mjestima A i B tada vrijedi:

A'B ] - AP = AB  10000m }00cm =30 em.

AB 50()00 50000 50000 5

B'C'=30cm, A'C'=24 cm. 2.124. A'B'=3750m

2.125. Srednja duz trougla paraleina je sa odgovarajucom stranicom,pa je ugao
CDE jednak iglu CAB (uglovi sa paralelnim kracima istog smijera). Kako
irougiovi AABC i ACDE imaju i jedan zajednicki ugao, to su ont sliéni.
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2.126. Neka je AABC slidan sa AAB’C’. Neka je CD teZiSnica AABC, a C'DY’
odgovarajuca teziSnica AA’B’C’. Tada vrijedi:

AC _AB _ AD i cAD—<CAD,
ACT A'BT AD
pa su trouglovi AACD i AA*C'D? sliéni. Kako su ocigov.ira_;uce stranice slidnih

: b Ac{ BC_AB)
trouglova proporcionalne, to vrijedii —===——
"BC AB

D AT

&ime je tvrdnja, iskazana u ovom zadatku, dokazana.

2.127. Neka je AABC ma kojj trougao (SL2.68). Neka je BD jedna teZidnicai T
teZifte ovog trougla. Iz tadaka D 1 T povuciio normale DE i TF na stranicu” AB.

Kako je'D sredite stranice AC, o je.DE jednako polovini visine trougia iz viha C.

S druge strane, trouglovi BTE i BDE su sliéni, pa za njihove stranice vrijedi

proporcija:. TF:BT = DE : BD. Ako iskoristimo osobinu teziéta trougia
C mozemeo zakliugiti da vrijedi:

JUS— 3 RS
BD = — BT,
2
pa , dalje, moZemo pisati :
e ]
pry BT-—-h
- BT DE_ 2 =
BD

S1:2.68,

-BT

ol

1]

'A 1: E: B
2.128. Neka su AABC 1 AABC” dva slicna trougia (512.69.}. Nekd su AD i BE
dvije tezisnice AABC i A'D7 i B'E’ odgovala_ma teZiSnice trougla AA'B’C".
Vrijedi: AABD - AA'B'D i AABE ~ AA’B’E” (Objasni zadto?), pa je:

c el

51.2.69.

AD AB . E AB AD BE AD A'D'

AD AB' B'E AB' AT BE BE BE’
Na analogan nadin se dol\azu_;e proporcionainost preostalih tezidnih duZzi.
2.129. Neka su duZine stramcajedﬂoo trougla a, b i ¢. Tada je obim ovog trougla
O=a+b+c. Neka su odgovarajuce stranice drugog, prvom trouglu slignog trougla,

a’, b’ i ¢’ Obim ovog t;ouvlaje O"=a’+b’+¢’. Kako su stranice slicnih trouglova

propermonalne to vrijedi;
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o o

a'

ﬂ_én

=k ::> a_ka b kb‘,cmkc

O = a+b+C = ka’-+kb’ +kc = k{a +b’+c J= k O’
| L2 l-Len.
0 d B .
2. 230 Kako su stranice sliénih trougiova proporcxonalﬂe odﬂovaraguclm visinama,
tvrdnja izrefena u.ovom zadatku neposredno. siijedi iz prethodrog zadatka,
2.131. Neka su u dva sli€na trongla AABC i AA’B'C’ upisane kruZnice. k(S, 1): i
kK’(57, r2)-Neka su D D’ dedirne tadke ovih kruFnica i s_trani.ca.AB, odnosno;

-A’B’1neka su E i B’ presjene tadke simetrala AS, odnosno A’S’ sa

odgovaraju¢om stranicom. Neka.su Fi.F® podnoZia normala spustemh izE 1LE na
stranicy AB, odnosno A’B’ (S1.2.70). ‘

L. 31.2.70.

A o F B - Lk

Trouﬁ]ow AADS | AND'S AAEF 1| ANE'F | AABE | AATBE’ su sticni,
jer imaju po dva jednaka ngla. {Ugao SAD jednak je polovini ugla CAD, 2 ugao
STA'D je polovma ugla CA’D’, pa suugiovi SAD 1 STAD’ Jedndkz) Otuda je:
SD _AS AS AE AE _ AB SD_ AB r ¢ _a_b

== = TR e T :__odnosno.u:——-:m:—w.

A'STTAS COA'ET AR ST A'B R

Zadatak-se rjeSuva analogne prethodnom. ! :
Prema teorémi o srednjoj duzi trougla i datim uvjetima vrijedi: AB=2AB" |
2B°CT , AC=2A°C’, odakle zakijugujemo da su sve tri sfranice prvom:trougla
proporcionalne sa odgovarajudim stranicama drugog, $to znad¢i da su trouglovi

D
132
133,

C

e

sligni. Koeficijent slignosti je k.—*—% {odnosno k=2}.

2,134, Ako jednakokraki trouglovi imajujednake uglove pri v;huj tada su im i
uglovi na osnovicama jednaki (Za3to?). To znadi da posmatrani tr{}Lwlov; imaju po
dva jednaka ugla, pa su sliéni.

2.135. Na SL2.71. je predstavljen AABC sa datim elementima. Pl ema teoremi o
slmetrah unutra '1an6:0 ugla tr ouwia i datim
U\"]Ct‘imﬁ Vl‘l_del |

MA:MB =AE:BE ,

MA:MC=AD:DC
Iz gornjih proporcua idatog uxqexa MB=MC,

_ dobivamo -AE:EB=AD: bC.
B 'Ako, sada, posmatramo hcmotetgu $a centroim
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u A i ixoeflcgentom AD:AC, AABC (e se preslikatiu AADE Kako su
homotetiéni trouglov; i sli¢ni, to je dokaz zavrien.
2.136. Neka je AABC dati trougao. Neka su AE i CI> dvije visine ovog trougla.
Pravougli trouglovi AADH 1 ACHE imaju po dva
: jednaka ugla, pa su sliéni. Iz ove siacnostx 7akljucujemo
-1272 . . e

P AH:HD=CH:HE :>'AH-HE1CH--HD.- :

-~

2.137. 8tranice t.rougla st obmuto proporcionalne odgovarajucim visinama.

Kako jeatb= hy 1 h=5:4 1 ‘bic=h, : hy=8:5, 10 je a:bie=10:8:5, to postoji
trougao sa ‘stranicama 10, 8 .3 (;el su- zadovoljene- nejednakosti trougla). Medu
trouglovima koji su sliéni ovom trouglu jedan ima visine jednake datim duZima:
2.138. Pravougli trougao koji ima. jedan oftar ugao 35° ima drugi oftar ugao 55°
{zbir o¥trih uviova pravouglog” tmugla ie 90°). Kako je jedan oftar ugdo dmgog
pravouglog troagia 55° to poqmatram trouglovi imaju po dvajednaka ugla, pa jesu
sliéni.

2.139. Uglovi na osnovici prvog 3edmkokmi\ocr wrougla su po 407, pa posrmt; ana
dva ]ed11ako§\raka trougla jesu sli¢na.
2.140. A Neka je AD visina datoo trougla. Trouﬁiow AABD 1.
' ’ ABCN su sligni, pa vrijedi:

AB BD BC:NC => AB-NC= BD BC"

SL2.73.

=> 2BC-NC=BD:BC =» BD=2NC.
AC:: 2BC = 4BD = 4- 2NC = 8NC
=> AN=7NC .
2. 14] Nepostedno iz zadatka 2.136. zakljuéujemo
da vrijede navedene jednakosti.

Trougao AACD slian je ABCE, odakle slijedi
proporcionalnost odgovarajucih stranica:

odnosno, -

AC:CD=BC:CE,
AC CE=BC-CD.

=51

2.143. Prema datim podacima zaklju&ujemo da je AB=BC,
pasuivisine AE i CD jednake {svaka po
8 jedinica). Pravougli trouglovi AADH 1 AABE
Imaju zajedni¢ki ostar ugao, pa su sli¢ni. Ako je i

. HD=x, tada je - AH= =8-x vrijedi; =
x: (8-0)=6:10 => 10x=48-6x =>16x=48 =>x=3.

146

S R

2.144. Pravougli trougiow AABD i AACE imaju PO jec ]eddn zajedmclq oftar ugao,
pa su sliéni. Otudage AB:AD=AC:CE, odnosno, AB: AC = AD: AE.
C  Trouglovi AABC 1 AADE imaju zajednifki
- ugao{kod vrha A), a stranice koje zaklapaju taj
ngaojednog, proporcionalne su sa stranicama
drugog trougla, pa su trouglovi sli¢ni.

As b

2.145. Visine trougla obrnuto su proporcionaine odgovarajuéim stranicama
(Provjeril). Iz proporcije (h+8):h=20:15 dobijemo h=24. Druga visina je 32.
2.146. Neka je D> presjek simetrale ugla ACB=120°i prave AB {(812.77) 1.

2
AD=m, DB =n. Tada je L —A;C— 2.8 . Vanjski ugac AACD kod vrha C je
n BC 10 3

120° pa je CB Simetraia v.‘:m_;sk()fy ugla. Osudaje
AB AC' min 12 m_ n 12

DB CD i $ n n 3
6 12 2 -1 60
— ] = —— e R
3 5 $ 3 i

2,347 @@’ =hyhy => hy=14 2148 x=8  2.149. 0:0’'=aia’ => #’=

2A50.0:0 =an’ =bb =’

o a) a=10, k=15, 0°=20

2.151.O’=19 ¢m

2.152. a’=4. Uputa: Paralelu povuéi sa stranicom a na rastojanju za tredinu

odgovarajuce visine od vrha.

2.153. Zajednicka stranica je krak manjeg trougla i osnovica vedeg, Krak veceg
wougla je 23, 0=309, O’=359,

2.154.Povréine sliénih trouglova odnose se kao kvadrati odgovarajudih stranica
{visina, obima), pa vrijedi:

b) a'=18,b'=225 , ¢'=25,5

PO 0r B9 L80T8 s 0=1245
oo A 45 .
2.135. Kako je M srediite duzi'BD, to je ABDE jednakokraki i vrijedi jednakost
E uglova «<BDE=<EBD. Ugao <ADB je vanjski ugao ABCD, pa
AN A vrijedi: <ADB=<C+<CBD  => <C=<ADB-<CBD=<ABE.
g D Dakle, trouglovi ABCE i AABE pored zajednickog

ugla kod vrha E imaju joS po jedan jednak ugao,
<C=<ABE, pa su shiéni. Iz ove.-
slitnosti i iz BE=DFE slijedi

B S1.2.78. ) '
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BE “C"‘:E =AE:BE =» DE:CE = AE: ﬁ, ¢une je tvrdnja dokazana.
2.156. Neka je D tatka u kojoj simetrala pravog ugla sijete hipotenuzu AB, a E
podnoZje visine povudene iz vrha pravog ugla na hipotenuzu (S12.79.).

Pravougli trouglovi AABC i AACE su sligni
. pa vrijedi: b:&E—“ =0 => ﬁx; _
Sli¢ni su i pravougli trouglovi AABC 1 ABCE,
i _ =g pa jetadno i ovo: a ‘BE=cm =5 BE= M:?i

2

a

Koristedi dobivene jednakosti, dalje, vrijedi:  BE__ ¢ _ 8

AE b? b

ra

.

C

Pzemd teoremi o simetrali unutradnjeg ugla trougla vrijedi: a:b=m:n , pa se

2 z
BE a m

dobivena jednakost moe napisati na slijedeéi nacin:

30:d=d: 15 2.1

d =152

2.157.

51.2.80.
Ako suaic osnovice tada je a+e=18 (51.2.81.). Trouglovi AABE i ACDE su
shigni, pa vrijedi: a:c=7:5 => Sa=7c;a=10,5 ; c=7.5.

2.159 Trougiovi ABOE i ABAD su sli¢ni .pa vrijedi: FO:AD=BE:BA Iz

sli¢nosti trouglova AAOE i AABC dobijemo: EO : BC = AE:BA,
A c D Sabiranjem navedenih jednakosti, dalje, je:

EO: AD%—EO BC=1 Je;_;e

BE + AE = AB.
Dalje vrijedi:

B " .
S12.82. Eo+ho 1 = et =l e EO=—
AD BC AD BC EO RN
AD BC
148

F EO:AD+EO:BC=BE:BA+AE:BA

Analogno iz slitnosti trouglova ACOF .1 ACAD, odnesno, ADOF i ADBC,

1 L

dobivamo 09“*”1—-—1““ EF FO+OF= b b 2 2
o e LENE RS LTS T

BC AD BC AD BC AD BC AD

2.160. Ako je O srediSte upisane krugnice, tada je AS simetrala uOEa <A, a prava
DO je simetrala ugla <D. Kako su uglovi <A i <D suplementni, to je ugao <ACD
pravi, pa trouglovi AAOE i ADOF imaju jednaka po dva ug]a (I< 0ja?y.Iz sllcnostl
ovih trouglova dobije se (51.2.83.):

S12.83. AB:OE= OF DF = AB:r=r:DF
=> AB-DF=r?

odnosno, A8 D _ 2 38 T = ar.
/ F 3 : 2 2
A E B
2.161:Ako je dijagonala AC pravouglog trapeza normalna na krak BC, tada su
pravougli trouglovi AABC i AACD sli¢ni. Iz sliénosti ovih trouglova slijedi

tvrdnja iskazana u zadatku.

2,162, Neka je ABCD dati trapez i M i N tadke v
kojtma kruFmea nad preénikom: AD sijede stranicu
BC. Ugao AMD je pravi {periferijsld ugao nad
pre¢nikom), pa su uglovi BAM i CMD dva osira
ugla. sa pormalnim kracima. Otuda pravougli
trouglovi AABM i ACMD imaju po jedan jednak
oftar ugao, pa su sli¢ni.

1z sli¢nosti ovih trouglova slijedi

AB BM MC:CD =» AB.CD = BM - MC.

2.163. Supromc stsdnlce paralelograma su;e,dndke paje BC AD Tmuclow
AAFC i ABEC su slicni, pavrijedi: AE: AF=BC:FC => AE:AF=AD:FC

> AF:FC=AR: AD:_> AF:FC=1:4
: S1.2.85. FC=4AF =» AC=5AF
AT B . Do - C
2.164. Posmatrajmo'sliku 2.85. Pravougli £ — -
trouglovi AADE 1 AABF su shiéni (Zasto?), 1
[z, proporcionalnosti odgovarajudih strasiica
ovih trouglova dobivamo: A
hi25=8:10 => h=20.
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2.165. Neka su tatke A i B pristupatne. [zaberimo ma koju tatke 'C Koja sa-datim

tatkama A i:B odredu;e AABC. Prowvobnom talkom D stranice AC, povucimo
Ca paralelu DEsa AB. Izmjenmo rastojanja’

. DE =c, AC=b, CD=e. Neka j je traZeno

rastojanje: AB =x. Trou glovi AABCH
ACDE su sli¢ni, pa vrijedi:
x:b=cie =>  x=becie:

2.166. Na suprotnoj obali rijeke uotimo taCku A (stijenu, drvo i si.). Na obali na
kojoj se nalazuno uodimo tacke B, CiD. Neka je E tatka na obali kojom-

A _ _ bi prosia prava AC. Izmjerimo

7 . ' rastojanja BD=b, BC=a i DE=c.
X S1.2.88. Neka je Sirina rijeke x, iz sllcnesti _
D oc A trouglova AABC i AADE (S1.2. 88.)

dobijamo: xie=(b+x}ia  => - ax=c(b+x)
=> ax-cX=bc => (a-cIx=bc => x=bc:i{a-c).

;

B o C

2.167. Analiza: Neka Jje AABC dati trougao i a data duz. Na pravej BC odredimo
tatku D tako da ﬂbudé CD=2, Prava Koja sadr#i tafku D i paralelna je sa pravom.
¢ _aC AU sijece pravu AB u talki B’. Paralela kroz B

’ sa pravom BC sijete pravu AC u1adki C’,
TraZeni trongao je AARC, :

A Sigd.. B’
2.168. Neka je AD visina datog trougla (81.2.90.). Na polupravoj DA odmdlmo
tacku A tako da bude DA’ =h,. Prava koja sadrZi tatku A° i koja e palaleEna sa
AU sijete pmvu BC u vrhu C traZenog trougla. Analogno dobwamo ivrh B

: AN
51.2.50:

B’ B D C C’ CA
2.1609. Analzza Neka j je D sredlste strapice BC datog trougla (51.2.91 !

Neka je tatka D" na poiuplavog AD takva da je AD' =t,. Paraleia kroz talku [}’ sa
pravom BC sijede poluprave AB i AC, redom u tadkama B i C*. TraZeni trongao

e AAB’C.
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2.170. Analiza: Ako je AABC dati trougao, tada se na
popupravoj AB odredi tadka B’ tako da je
BB’=AB. Paralela kroz B’ sa pravom BC
51.2.92. sijele pravu AC u vrhu C* tra¥enog

trougla, TraZeni trougao je AAR'C.

A ~ B’
2.171. i 2372 Analogno zadatku 2.170.
2.173.a) Analiza: Neka je AABC trougao koji zadovoljava date uvjeie {SL2.93) .

Na polupravoj AC odredimo taéku C’ tako da je X—C_—ﬁ a na polupravoj AR
tatku B’ tako da bude AB'=3. Neka je D tacka na polupravoj B’C’ takva da je

B'D =z, gdje je a data du.

Prava koja sadrZi tatku D i koja je
paralela sa pravom AB, sije¢e pravu BC
u tadki C.

Konstrukeija: Neposredno iz navedene
analize vidi se postupak konstrukcije
AABC,

A 3 B’ B

Prokaz: DokaZimo da dobijeni AABC posieduje zadane elemente i ispunjava date
avjete. Prema 'konstrukctyi, ugao kod vrha A Jjednak. je datom unglu. Kake su

- stranice BC 1 B°C pamlelne to su trouglovi AABC i AAB'C® sliéni. Iz ove

sli¢nosti slijedi: AC:AB=AC: AB = 5:3.
Kako je BB'DC paraletogram i B D =a, tojei BC =a. Dakle dobiveni AABC ie
trazeni trougao, jer posjeduje zadane elemente i zadovoljava date uviete.
Diskusija: Ukoliko je data duz a veda od dvije Jjediniéne duZi, to zadatak ima
Jedinstveno rjefenje.
b} Zadatak se rjeSava analogno zadatku pod a). Trougao AAB'C’ konstruide se na
isti natin, a sa D’ se moze odrediti podnozje visine iz vrha A. Na polupravoj AD’
odredi se tatka D tako daje AD =h,=2,5 cm . Dalji postupak je ofigledan.
2.174. Ovaj zadatak se rjeXava analogno kao prethodni.
2.175.a) Uputa: Proporcija b:e=3:5 moze se napisati u ekvivalenmom obliku
(bt+c):b=(3+5):3, odnosno, 7:b=8:3. Sada se moe konstruisati dus b. [td.
by bie=5:7 4> (c-b)b=(7-5)5  =» 1:b=2:5. ild.
2.176. Analiza: Neka je AABC traveni pravougli trougao. Ako na pohupravoj BC

odredimo taéku C* tako da bude BC =3, a na potupravo] BA tacku A’ tako da

bude BA’ =3, pravougli AA’BC’ se moZe konstruisati .
Konstrukeijom ovog trougla dobije se vrh B trazenog trougla. Ako na polupravoj

C’A° odredimo tadku D tako da je C'D-= =b, -gdje je b data duZ vrfi' A trazenog -
trougla nalazi se na p=GSJeku prave koja qad;z: tatku D i paralelna je sa BC”,
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polupravom BA’. Tagka C nalazi se je na presjeku prave koja sadrZi tacku A i koja
paralelna sa pravom C’A’, sa polupravom BC.
B .

, '51.2.94. A B D
2.177. Analiza: Jednakokraki trougao sa osmovicom 4 i krakom 3 moZe se
konstruisasi. Ako na visinu ovog trongia koja odgovara osnovici, od vrha,
nanesemo dat duf h,=3, dobi¢emo podnozje visine datog trougla. Dalji tok analize
je ofigledan,

2.178. Analiza: Trougao sa stranicama 3, 5 1 6 se moZe konstruisati. Ako na visinu
koja odgovara stranici 3, od vrha nanesemo datu duz h,=5, dobija se duz koja je
vising trazenog trougia, Preostala dva vrha nalaze se na presjeku prave koja prolazi
kroz podnoZie duzi h,=3 i koia je paraleina sa stranicom &ija je-duZina 3 1 sa
kracima ugla.

2179, Analiza: ?‘w{,E\dJL ABC trazeni jednakostranicni trougao. i BI:, njegova jedna

visina, Ako je AD=a+h, tada je trougao BDE jednakokraki sa osnovicom DE.
Trougao ABE moze se konstruisati (ugao kod veha A je 607, ugno kod vrha D je
15°, AD=a+h). Vil B nalazi se na presjeku simetrale s duzi DE i duzi AD. Vih C
nalazi se na presieku kruznice k(B, BA)Y 1 poluprave AE.

Ch=h

51.2.96. SL2.97.
2.182 Neka je AABC traZeni trougao. Neko je AD visina koja odgovara hipotenuzi.

Neka je tatka E na polupravoj AD 1akva da je AE = m, gdje je m data duz.
. Akona poiupid\roj AE uzmemo ma
koju tagku E’ i kroz nju povuéemo
paralelu sa BE, na presjeku ove paralele
i prave AB neka je tacka B”. Neka je ¢’
tacka na AC takva da je BC’ paraleino sa
BC. lz sti¢nosti trouglova AABC i
AAB’C’ mozemo zakljuéiti da je

Tzvesti konstrukeiju'i dokaz. $1.2.99:

- presicku paralela povucenih tatkom C i krakova ugla B’ AD’.

AP = BCHAD! s Trongao AAB’CY moZemo konstruisati- To jeapa koji pravougli
trougao koji ima jedan oftar ugao jednak datomn, a zatim se mogu, redom ochechti
tatke DL ELE, B C.

2.183. Uputa Konstruie se ma.koji AA B’ C’ koji ima dva ugla jednaka daum
{recimo kod vrhova A’ i B"). Zatim se-konstruiSe novi AABC ko_]l e slian sa
AA’B’C! i koji: ima’ stranicu ABJednaku dataj duZi -

2.184. Analiza: Neka je AAB’C’ trougad sa stranicarna AC =b, B Cr'=ci
uglom B’ AC* koji je jednak datom uglu. Ovaj trougao se moz¢
konstruisati. Ako na polupravoj AB’ odredimo talku B
tako da bude AB jednako datoj duzi, i konstruifemo
pravu koja sadvZi tadku B i paralelna je sa pravom
B°C*, na presjeku ove prave sa pravom AC

dobidemo tatku C. Trougao ABC je traZeni trougao. A

C

C:

T

2.185-Neka je AAB’C” dati trougao (S1.2.100.). Neka je ¢ radijus upisane KruZnice
u'dati trougao. Trazeni .L\ABC mole se dobiti kao homotetzcna siil\a datog trougla
za HA; /™),

A B B
2.186. Zadatak se rjeSava anajogno pmthodnom {(Vidi S1.2.101)

2.187. Uputa: Ako je AB'C'TY dati pravougaonik i a data d_uii koja je jednaka
stranici AB traZenog pravougaonika, tada se trazeni pravougaonik moze dobiti kao
homotetiéna slika ..datog uzimajuél za centar homotetije: vih A datog
pravougaonika, a za koeficijent odnos date duzi i odwvamjuce stranice - dateg
pravougaonika. g

2.188. Nekaje ABCDrtrazent paralelomam (Sh 2.102.): Paral elooxam

D’ <’ AB’C’D’ sa stranicama 5i3iuglom
izmedu niihod 60° moZemo
konstruiusati. Na dijagonali AC’ ovog
SL2.102. paralelograma odiedlsno 1atku C tako da

bude AC=5, Tadke B 1 1 dobivamo na

A B ¥

lzvesti kanstrukeiju i dokaz. : oo

153




2 7 anjena sli¢nosti na pravough trougao. Pltaﬂorma teorema :

2. 189 aj Dva pravougla trougla su slina ake imaju po jedan oftar ugao jednak. -
b) Dva pravougla trougla su slidna ako sukatete }ednog propo:cmna]ne
odgovarajuéim katetama drugog.
¢) Dva pravougla trougla su sli¢na ako.su hipotenuza i kateta jednog
proporgionalne hipotenuzi i odgovarajuéoj kateti drugog. :
2.190.a) Dva Jednakﬂkraka trougla su sli¢na ako i 1maju po Jedan jednak. ugao na
. Osnovici. .
. 'b) Dva jednakokl aka tmugia su sligna aio | unaJu Jednake uglove pI’I vrhu
o

Tlouglow AABC i ABCD. su sf:cn[ pa .

vrijedi: pra=a:c => p=a c.

Itrouglovi AABC i AACD su 5.hcm paje
g:b=b:c =» g=blc.

Sada vidime,da je odnos projekcija p i q

jednak odnosu kvadrata duzina kateta,

A D ¢ B
92, Plavoudl trouglovi AACD i ABCD su sli¢ni jer su im ostri uglovi <ACD

i <CBA uglovi sa narmalmm kracima, pa su jednaki Iz sli¢nosti ovih trouglova,
prema Si. 2.103. zak]]ucr,umo

gh=hkp " = k= pg. :
2.193. Prema z&datku 2. ]91 Foznakama sa S1. 2,103, vrijedi:
T b’ = pet+qe={p+gic=c-c=c’

2.194. c=10, ,ﬁlﬁ qﬁ% helt
5 5

A

2.195. a” =78, b% =91, h? =42

Ln

2,196 k E Katete s:lmﬁoU tloucla Sit 2(}1 15.

4>.

2197, R[Jesm lrouﬁao znati odrediti njegove nepoznate elemente (stranice, visine,
povisinu, ugiove, ....}. Ovdje ¢éemo odredivati repoznate stranice, visinw ha
hipotenuzu, odSJecke koje visina gradi na hipotenuzi i povriinu pravouglog trougla.
a) b=3,p=16/5 b) p=25, c=p+q=169, b=256, a=65 c) c=23, h= 12, =20, a=15
2 E)Sa) p=16, q 4 a_gf,b 4./5, (g=16, p=4, b= SJ_ a_4f}

18 32 ' 28 450
b) p=—

sg=—, a=0,.b=8 P=24 ) a=16, b=30, *"w = P—MC
5% TR,
2.199. Kateta je' ge{)matnj ska sredma hipotenuze i svoje prijekeije na h1p0tenuzu
a’=pc, b=qc, pa je: a._.._b =plg o = a.b~f.f.

. P S ) - 7 dd2 .
2200 d* =a’ +d&’ = d* =2 = d=av2. 2201 a——~»--~£._

154

a\fé , {2 ¥ (a 2 av’i—T &
T e 1 m} R S (R . — )
vk PR T | T
a. .
h at a* & a3 2 ax/g
T e S e ¢} R=—h=
3 4 12 6 3 3
a2
S1.2.104.
2203.3) b=5+3  b) h=2+/3 o) h=43  d) b=3
2.204.a) h:ﬁé‘ﬁ_ by b=2+/3 ¢} h=20 . d) h=24

: 2
75 3 2.,2. 2 {3 2 _ -
2.205. a£75%b b a:—IUOb :éa-"-"zb. a +bh”=met = (Zb) +5° =100 =

. %%lw; =100 = b* =64 = b=8 a=6

2.206. (c—8)F +207 =¢? = ¢=29, g=21, O:a +b+c=70
2.207. Neka je x kateta.Druga kateta je x-10, a hipotenuza je x+10.
' Prirmjenom Pitagorine teoreme dobije se:
(x+ 10)2 = (x —IO)2 +x7 = x=40cm.
Katete su: 30 cm 1 40 cm, a hipotenuza je 50 cm.

2.208. Uputa: Koristiti slicnost pravouglih trougiova i Pitagorinu teoremu.

5
b :B, : 2209 b= ?6

5 !
2.210. Neka je¢ ABCD pravougaonik, Prema Pitagorinoj teoremi vrjedn:
e I b 2 eI e} D
AC +BD =AB +BC +BC +CD =AB +BC +CD +AD .
AC =AC" +CC =(AB+BC) +CC =AB +2AB-BC+BC +CC ,

AC' KB+ 8B BC+BC +(BC ~BC” |- A8+ 2AB BC+ BC

BD =BD' +DD =[AB-AD) +CC =(CD-BC) +CC =
e B e B et T B B
=CD 20D BC+BC JrC'Cj.:CD -2CHh-BC+BC +BC -BC
=> BD =CD -2CD-BC+AD .
Sabuanjem dvuu gornjih jedndkosu dobI;e se:

[R— .

AC +BD —-AB +2AB-BC+BC +CD - 2CD- BC‘+AD

~AB +BC. +CD +AD .- | ' ST

2.211. Analogno p;‘ethodnoiﬁ zadatku.




2.212. Neka je AABC ma koji trougao. Neka je CC’ teZidnica ovog trougla k(}Ja
odgovara stranici AB (=¢). Na pravoj CC’ odredimo tatku 1 tako da‘je

C C'D=C"C. Cetverougao ABCD je
paralelogram. Dijagonale ovog:
paralelograma su AB (=c}i1 CD (=21,).
Prema prethodnom zadatku je zbir
kvadrata dijagonala Jednak zbiru kvadrata
stramca odnosno:

AB +CD =AC +BC +BD +AD =c’+4t,’ =2a% + 2b*

51.2.105,

P a 2020 7
o & F =202t =l TR n
AndEoono dolazimo do sh_]ech;h relacija:
2 +2¢7 ~a’
ra - ) f I; =
2.213. Prema prethodnom zadatku vrijedi:

2 W2
2 5 \/2)24"262"&2 x/?.czzwh?.czwbz at b 4 act 5
L S + =

\ 2 A 4 4
ot atwbt 2a3+2b2—(cf +b3:) L 2ut bt ety
=R —=5. . =2~ 5 =00
4 4 4 : 4 . ‘

2214, O =a+bre = b+{a+c) = b+2b = 3b.

2215 dpdy=34 => d, = . d,. Akoje u strunica romba, wuda vrijedi:

2.217. Radijus upisane kruZnice jednak je visitii romba. Stranica romba je a=10.
Radijus je r:w%;
2.218. Pravougli trouglovi AADE. i ABCF su podudarsi, pa je AE FC Kateta

D C BC pravouglog AABC je geometrijska sredina
hipotenuze AC 1 svoje. pmjekcue FCna

hipotenuzu. /ato;e BC:AC =FC: BC,

odnosno, BC = A_C -FC. -
Za drugu katetu pravougiog AABC, analogno,

AT SiZioe B
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vrijedi: ;\_gz = AC-AF. .

Otuda je: AB - "ﬁéo = AF: FC ,-odnosno, AF:FC=2:1, jer JB :prema.uvjetu
zadatka AB:BC=+2:1. --Dakie,_ vrijedi: AF:FC=2:1 i Kﬁ'z?ﬁf, pa je
AE = EF = FC. B '

2.219. Dijagonale datog trapeza dijele trapez- na Setiri prav0u01a 1rougla
Hipotenuza svakog od tili trouglova je jedna stranica trapeza. Kor;stec; Pitavormu

teoremu izradunavamo stranice, Rezultat: O =30+ 22 em

2.220. Prava CE je paralelna sa AD, pa je AE =¢, BE=a-c. Trougzio ABCE je
Jjednakokraki sa osnovicom:BE. Visina'CF dijeli:duz BE na jednake dijelove.
Primjenom Pitagorine teéoreme na pravough ABCP dohivamo vmmu by ABCE (i

> ‘ﬂ — h—\/SAH 400=21.
\ J

trapeza ABCD): 1 =b? —(

S12.108. AN

tadi je CF AD=d, AE=DC=ci AB— A]: =a-¢ (SL2.708)) Akc e BF - =X, {ddd
je P—ﬁ =(a-c)-x. Trouglovi AEFC i ABCF su pravougli, pa se na obd moze '
primijeniti Pitagorina teorema: Zato vrijedi:
f12 =d?—x? pt bt ofla—o)r .Q]z ‘
= dP-x =D V[(a—c)wt)c] =  289-x’ =(25-144- 741—-%
= 94),—192”:) x=8 h=15¢cm. . L z
Dijaoonaiu AC tr apeza 1no¢enm izraCunati primjenom: P;tcurox ne teommn na

AACF: AC =AF +CF =(coxPib =8 +15 =280 = Acwncm
BD =fa+x) +h? =362 1157 = 1521 = BD =39 cm.

223. Kako su AD 1 BC ncnmdine prave, (o su nouvl{}\u AABE, AACE, ADEC
ABDE pla\rouoh i na'svaki mozemo primijeniti P;tanormu teoremu.




E | S12.109.

E—éz =B§2 +fﬁ§2 ﬁ)—z':gﬁz -+b—Ez”,'

4? =DE’ +BE, ¢*=DE +CE .
Dalje vrijedi:

| _ _ AC” 4BD. = e

A — T B DE 4+CBH +BE +DE =a%+c?.

2224 Nekasu CD. i AE dvije visine AABC i neka je tagka H ortocentar AABC,

Pravougii trouglovi AADH i ACHE imaju po jedan jednak o$tar ugao (unakrsni
uglovi), pa su sliéni (81, 2.110.). Otuda je:

AH:HD=CH:HE =~ =»  AH.-HE=CH:HD.

2.225. Trouglovi AACD i ABCE su dva pravougla trougla koji su sliéni (jer

imaju p()jcdan Jednak, zajednicki, oStar ugac, S1.2.111.) Otuda 1je '

AC CI>D=BC: CE odnosno, AC- C'E BC CcD.

2.226. ?ra.\{ou_o 1 frouglovi AABD 1| AACE lma;ugedan za;edmckl oftar ugao, pa su
sli¢ni (Sl 2.1M2). Iz ove slicnosti  shijedi: AB: AD = ACH AE,

AB:AC= AD AE, Sto znali da su stramice AB 1 AC  proporcionalne
siranicama AD i AE. To, dalje, znaéi da su trouglovi AABC 1 AADE, koji imaju
zajedniCki ugao kod vrha A, sii¢nr

2.227. Vidi prethodni zddatak. 4

2.228. Koriste¢i Pitagorinu teoremu i teoreme: 1. Kateta pravouglog trougla je
geomeirijska sredina hipotenuze t svoje projekeije na hipotenuzu 1 2. Hipotenuzina

visina je oeolnetrljska sredina odsjetaka koje gradi na hipotenuzi, dobivamo:.
I a*+ 5’ c’ 1 1

2"

a®> 'b* T atp’ cpreqg  pg_ ok
2.229. Prema d:;t}m uVJetzma vruedl a*+b = 4m" n +(m -n 7)
= dm’n - 2Zm it = mie2mn = (mn )"'“" ¢*. Vidimo da za stranice
wougla, koje ispunjavaju date uvijete, vrijedi Pifagorina teorema, pa je taj trougao
pravougli sa katetama aib i hipotenuzom c.

2.230. Zadﬁ_itke (ijvog tipa. tje¥avamo primjéi‘lom jedne od teoremma:
1) Kateta je geometrijska sredina hipotenuze i svoje projekcije na hipotenuzu,
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| . Prema datom u\gem zadatka mora da vrijedi: x°

2) Visina koja odgovara hlpotenuz; Jje geometrijska sredina odsjedaka koje gradl
na hipotenuzi.

2) x=430 & x=v56 b)) x=v2.7 ) x=+51 d) x=v7 T -

o

X
A = ql BA —1s
AD=508H/ "\ i5L7 phe
c) \ d}
' 1 1.
AT e JBAY TS 7 2
AB=5 BD=1 AB=7 AD=1

51.2.113. Kompletan zadatak jo rijeSen na dva nalina.

2.231.a) Konstrukcijom pravouglog trougla &ija je hipotenuza jednaka datoj duZi a,
i kateta datoj duZi b, dobijamo tra¥enu duZ x kao drugu katetu,

b} TraZenu du? x mozemo konstruisati kao visinu pravouglog trougla ¢ija je
hipotenuza coa+b (Vidi prethodni zadatak?).

c) Prvo odredimo duz )_'2 = ab, odnosno, v =~ab, patrazenu duZ x
dobijemo kao hipotenuzu trougla ¢ije su katete y 1 b
22328 x= av3 = x:a=+/3:1.DuZx mozemo odrediti kao ¢etvrtu
proporcionalu duii a, NI jedini¢ne duzi.

b) Analogno zadatku pod a)

c) A= ——2—<::>;n/w ~ab,v=+ab z:x\v2—x e xlys ]f

Dalji tok je analogan zadatku pod a).
2.233.a) Uputa Konstruisemo du? v, tako da bude y’=ab , a zatim, pravougli
trougac cue su katete v i c. Hipotenuza ovog trougla je trazena duz x.
b) 1 ¢} Analogno kao zadatak a).
2.234. Prvo konstruisemo duz y za koju vrijedi ¥ =bc, a zatim, traZenu duZ x

odredimo konstrukcijom pravouglog trougla &ije su katete a 1 y. TraZena duZ x je

hipotenuza dobivenog troucrla

2235 x=a"b <> bx=a & ab=xa.DuZx moZemo dobiti kao Zetvrtu
proporcionalu duZia, bia. '

2.236, Neka je'stranica kvadrata x. Tada je povriina kvadrata x*. Akosaa
oznadimo stranicu datog jednakostraninog trougla. tada je povriina ovog trougla

aw.r ag\@_
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) :
Ako konstruiSemo duz b za koju vrijedi: bz%;;, odnosno, b a =a:4 1 duz

c=+/3 , tada traZenu stranicu kvadrata x moZemo konstruisati iz jednakosti:
x? = be, odnosno, x =Jbe.
2.237. Ake je x stranica’ trazenog jednakostraniénog trougla, 4 1 b stranice datog
pravougaonika, tada iz uvieta zadatka vrijedi:
A3 L dab
AN =
4

V3

. o 4a . . N :
Ako konstruigemo duz y = i tada trazenu duz x odredimo iz uvjeta x’=vyb.
3 o
2238 Neka su dy i o dijagonale datog romba, a x stranica traZenog
* JednakoStraniénog trougla. Tada vrijedi:
) :
3 dd 2 2d,d
e m Sl e 2T 3 = 2dd, e xP = 2R
4 2 : 3 :
2.239. Povriina deltoida Jjednaka e polovini proizvoda njegevih dijagonala,
Zadatak rjefavamo analogno prethodnom. :
2.240. Ako je x strinica trougla i a stranica datog kvadrata, tada vrijedi:
2
X A3 - d , 44 : 5
=a° sno, x0T = — = X
2 ,cdnosno, X \/j’; =

4

4q

=ab <3 &~ _X’=“““,::“'b.
e
3

2a '
=g, itd. ..

2.724!, Ako e x stranica kvadrata, a 1 b stranice datog pravougaonika, tada viijeds
X=ab, pa  x mozemo dobiti kac visinu koja odgovara- hipotenuzi c=a+b
pravouglog trougla 1 kaja na njoj gradi odsjeéke jednake a i b.

2.242, Uputa: Koristiti teoremu o kateti ili o visini koja odgovara hipotenuz] i
prethodne zadutke. :
2.243. x*=17 o xi=17:x , ud,

2244, Analiza: Neka su AABC | AA'R'C’ dva data slidna trougla. Na
polupravej A’B* adredimo tadku A” tako da je A’A"=AB, a na polupravoj A°C’
odredimo tacku C tako da bude A"C™=AC. Trougao AA'B7C” je slican AA'BC
(objasni zago!) i podudaran sa AABC. Dokazati!

2.245. Neka je k data kruznica i AABC dati trougao. Odredimo kruznicu k” koja je
opisana datom troug|u, Neka je S presjek unutradnjih tangenti ovih kruznica. Tada
se bomotetijom u odnosu na tackn S kruznica k* moze preslikati u datu kruznicu k.
Istom homotetijom ¢e se dati AABC preslikati u AA'B’C’ koji je upisan u datu
kruZnicu k. Kako se homotetijom prava preslikava u paralelnu pravu, to su stranice
AATB’C’ paralelne sa odgovarajuéim stranicama AABC,

160

2.246. Uputai Kaou
prethodnom zadatku doéi do
AA’B’C’, 4 zatim taj B
trougao rotirati oko centra O
date kruZnice za ugao od 90°
u pozitivnom ili negativiom
smHjeru.

SL2.114. : ;
2.247. Nekaje BD visina AABC.Duz AD oznacimo sa X.Tada je DC=b-x,

B B kada je'ugao kod vrha A oStar,
S1.2.115. i DC=b+x ako je navedeni
' ugao tup. :
h Primjenom Pitagorine teoreme
na trouglove AABD i ABCD
daobije se:
AD CD A R
doptypt gt
by =c =x* b =a ~{b—x) a®—(p—xf = g=l T8
T 2b
1 R 3 (/92+(:3-az ’ ( B et gt b -t—cz—az\\i
K e TR et R ek Kb sl
. . L 2b L . 26 25 J
B 2be—bh' ~ct 4+ a’ ) e+ b 4ot =t B a f(bw,—c:)z A h+c C gt .
2b 2b 2b - 2b
L {a-f—bwc){ambch:} (@+b+ckp+c—al B '
2h 2k -
B (e+bte 2 ¥a+h+e —Qb)(a +baclat+b+c=2a) B
' a6* o C )
_ (25— 2¢ )25~ 26 125(25 2a) 16sls —eXs b)s—a) _ ds(s —afs—h)s— ¢)
45” 45’ LB ‘
- Otudaje:
dsis —alfs—b)s~-c} 2 D
f?;,t‘/ ( )(b3 Ns—e) :-b—--\/s(s»wa)(sﬁb)(s—c} , 2s=a+b+e.

Pokusaj, na analogan nagin, doéi do izraza za preostale dvije visinetrougla:

h, = —2—-\/5(5_ —aXs —pYs—c).h, m%-\/s(s~a)(xmb}(s —c).2s=a+b+ec
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2.8. Pﬂtenc1ja tatke u odnosu na kruzmcu Karnoow obrasa _
Zlatni pres;ek duzi : ; T

2.248 Nekasu M data tatka, MT data tanvema i MA.

. data sjecica. Tada j je MA =50 cm,

L OT =R=21 cm. Trougao AOMT je

M pravougli sa katetama TM =t,
OT =R i hipotenuzom OM =50-R.

1.2.§ 16.
Prema Pitagorinoj teoremi vrijedi:

P=(50RZR®  => $=29%21% = (2921)(29421) = 850 => =20,
2.249. Prema stici iz prcthodnoc zadatka, Pitagorinoj teorem 1 datim podac:ma

vrijedi: (R+4) =87 4 R? ::»R‘+8R+§6 64+ R* = 8R=48= R=6.

2250, - ¢ p PA-PB=PT  => ﬁlzz(@mﬁf 675+“(5“f)
-~ =>, 2PA =(13-5)(13+5) => 2PA =818
s E&;z-”]”

i

PB’ =288 =» Sjeticaje PB=1243.
2.251. Uputa: t’=20(20+60) => =40 cm.
2.252. Uputa: Ako je 2x duZina sjedice, tada
Vrtjedi: 2x=2(2+14) == x=4. Sjedica je § cm.

S1L2.117.,

2.253. Uputa Akoje t duzina tangentne duzi, a s duZina sjecice, tada vrijedi:
L‘ (t-8)(2t+12) = t=12 cm, s=36.cm.

2254, iz pldvouvlocr AABT, pnm}enom Pitagorine teoreme, dobivamo x. Stranice

pravouglog AAOC su AO=R. AC=8- R, CO=x, pa. primjencm iste teoreme
dobivamo R=9 (§1.2.118.)
B x T t n

$1.2.118. S1.2.119.

2

2.255. Srediste O trazene kruZnice nalazi se na presjeku simetrale s duzi AM |

normale n na datu pravu u tacki M. Radgus i\fuzmce;e OA odnosno OM
(SL.2.119). )
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2.256. Analiza: Neka je k(O, 1) data kruZnica, a A i B date tacke. Srediste kruZnice
koja sadrzi tatke A i B nalazi se na simetrali s duZi AB. Ako je T dodirna tacka
date kruZnice k i traZepe k', tada se sredidte trazene kruZnice nalazi na pravoj OT.
To znaéi da je dovoljno poznavati talku T da bi se sredifte S traZene kruZnice
odredilo na pree.jeku pravih s 1 OT. Ako su C i D tacke u kojima pamocna kruZnica
k¥ koja sadrzi date talke A i B sijede datu kruZnicu k i tadka P presjedna tacka
pravih AB i CD, tada se tatka T mo¥e odrediti kao dodira tacka tangente
powcene iz tatke P na datu kruZnicu (SL 2.120)).

Konstrukcija:
1. Prava s kao simetrala duZi AB.
2. Kruinica k{QO’, O’ A) koja sadrzi date
tatke A i B i sijede datu kruZnicu k(O, R).
3. kmk’={C, D}
4. ABNCD={P}.
5. Tangenta t iz P na datu kruZnicu k.
6. tmk={T}
7. TONs={S}.
8. TraZena kruZnica je k'(S, SA)

2.257. Analiza: Neka su k; i k; date kruznice i A data tadka na krusnici ks Na
pravoj O"A vzmimo tatku A' take da je AA'=r, gdje je 1y radijus prve kruznice.
Ako sa B oznagimo taCku presjeka paralele sa O'A’ kroz taéku A i kruznice k, tada
se srediSte O trazene kruznice nalazi na presjeku pravih O'B i O"A (SI. 2.121.)

a) b)

SL2.121.

2.258. Neka je AABC pravougli trougao sa katetama a=BC, b= AC i

hipotenuzom c= AB . Opigimo kruznicu k(A, b) koja ima centar u A i radijus b.
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Neka su D i E presjeéne tacke kruZnice
Kk i prave AB. Tada, prema osobini potencije tacke
u odnosu na kmzmcu vr:jed:

BE.BD = BC => (c—b)(c+b) =a°
S1.2.122. => ¢ ~bl=a’
_ Co=> Cmat+ bl
2.259. Kako je stranica ¢ najveéa, to je dovoljno ispitati da li vrijedi c¢’=a’+b>. U
sluCaju da jednakost vrijedi, trougao je pravougii (prema Pitagorinoj teoremi), a
ako jednakost ne vrijedi, tada se radi o trouglu koji nije pravougli.
Ako je a’+b’< ¢”, trougao je oftrougli, a ako vrijedi a+b’>c, tada je trougao
tupougli sa tupim uglom u vrhu C.
Kako vrijedi: a*+b*=16+169=185<225=c’ , to je posmatrani trougao oftrough.
2,260.Ako duz a podijelimo na dva dijela x i a-x, tako da vrijedi
ax = x : {a-x), kazemo da je duz a padijeljena po zlatnom presjeku.
PokaZimo da je stranica praviinog desetougla jednaka veéem dijelu radijusa
podijeljenog po zlatnom presjeku. Trougao AAOB je jednakokraki sa

osnovicomn AB =aq i krakom koji je jednak radijusu opisane kruZnice R.

Ugao pri vrhu ovog trougla je 36°.
KE . /

Neka je AC simetrala ugla kod vrha A.
Tada su dva jednakokraka trougla: AAOB
2.261. Posmatrajmo kruZnicu k(O, R). Neka su AB 1 CD dva normalina preénika

i AABC sli¢na (Zasto‘?) [z ove sli¢nosti
slitedi: AOQ:AB = AB:BC , adnosno,

2]

Riag= a: (R-ay).

o . . . L oo R L
ove kruinice. Neka je [ srediste duzi OB i srediste kruZnice R(E, —;} Neka je M
tacka presjeka ove kruznice i duzi CE. Tada je stranica pravilnog deseiougia
Jednaka duzi CM. Nanosenjem duzi CM iz tatke C na kruznicu dobijamo vrhove
traZzenog pravilnog desetougla (SE 2.124.).

Stz.124.
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2.262. Neka j je AB =as stranica praviinog petougla upisanog u kruzmcu

radijusa R {51.2.125.). Ugao <AOB jednak je 72° (Zast07). Neka je Ctatkana
kruZnici takva-daje BC paraleino sa AQ, Tada je ugao<OBC Jednak uglo
<AOB=72° (Na:zsmemcm uglovﬂ) Zato jeugao <BOC jednak: 367, §to Znaéi da je

"am) Neka

BC:stranica pravilnog desetougla upisanog w-kruZnicu radijusa R {1

" je Dradka v kojoj paraiela kroz O sa AB sijede pravu BC. I‘ada y: OD : AB = as.

Akoje T dodirna tatka tangente na posmatranu kruzmcu povucene iz tacke D, tada
je ADOT pravough sa h1p0tem}70m OD = AB = 45 Prema osobml potenc;je tacke

u.odnosu na kruznicu vrijedi: DB-DC = DT odnosno, R-(¢ R» am} = DT
o " Gornjajednakost znadi'da je DT = azg: (Vidt' za.datak 2 260 ),
" Prema P1tagorm03 teorerm prlm[]@l’llﬁ',l’]o] T4 pravougli ADOT vrijedi:
. OD -v-DT +OT . a-;zm- Ei;o'}'aﬁ
2.263. Neka je k(O, R) data. kruzmca B AB Jjedan preénik ove kruzmc:e Neka je
OC =R 1ad1_]us date kruZnice koji _]e mormalan na preénik AB. Ako je D srediste
duz: OB tada. je: AOCD pravouch sa katetama R 1 f; i hipotenuzom

@:CE+§
2

Prema zadatku 2.261. je CE =g Ai\o na preéniku AB Odabemmo tatku M tako da
bude DM = DC lddd e OM =ayp . lz'pravouglog AOML . prema prethodnom

zadatky, dobya se da gc, CM =n;. Nanoseti duz CM iz tatke C na kruZnicu
dobivamo whove pravilnog petougla (S1.2.126.).

- S812.126.

2.264. Neka su AC i BD . dijagonale pravilnog petouum ABCDE Neka je M
presjeéna tadka posmatranih dijagonala, Kako je

<ABM=<ABC - <CBD=108"36"72°, to je i ugao <AMB=72° §to znadi
da je AABM jednakokraki i AM=AB. 1 ABMC je )ednakokrakl sa uglom pri vrhu
od 72° Jednakokraki trouglovi AABC i ABMC su slicni, pa iz odnosa njihovih
stranica imarnmao;

165



ACIAB=BCMC =» ZC:AB=AB:MC => AC:AM =AM:MC,
sio,po defiuicii zlatnog presjeka, znati da tadka M dijeli du AC po Zlatnom -
presiekan Nije tesko zakljuziti da je M zlatni presjek 1 dijagonalé BD, L
2:263. Analizas K oristimo siiku § oznake iz prethodnog zadatka. Neka je dijagonala
AC jednaka datoj duzi m. Podjelom dugi AC: po.zlatnom presjeku odreduiemo
tatku M. U prethodnom zadatku je dokazano da je AM=AB, pa je AM du3 koja je
jednaka stranict trazenog pravilnog petougla. Kako je AM=MD (Zasto?), to je vrh
D na presieku kruZnica sa radijusom AM &ija su sredidta tacka C, odnosno M. Na
analogaﬁ_ nac’m{o’dred'ujemb’poloia_i vihova B, D' i E. .
2'2?6“ ._Upufa; Sredidta stranica odreduju vrhove: pravilnog. petougla: oko -koga
MYZCMO Opisatl kf&iﬂ_i_ca. Tangente na ovu kruimicu u njegovim vrhovima sijeku
se uvilovima traZenog pravilnog petougla. Izvesti konstrukeifu i izvrditi dokaz.
2.267. Neka e data tazka P, prava p i A data taka na pravej p. Odredimo
- PVA talku B na pravoj p tako da bude
s N PB=PA. Stediste traZene kruznice nalazi
se.na simetrali duZi AB. Kako je A~
didirna tacka trazene kruZnice i tangente
iz tacke P, to se sredifte tra¥ene kruZnice
nalazi i na normali na tangentu u tacki
A. Dakle, O se nalazi na presjeku
spormenute simetrale i normale.
2'26..8' Iz pravouglih trougiova AAOM. i ACON, primjenom Pitagorine teoreme,
dobije s %=3, odnosno, R=5 cm (812,129, ).

C

2269, Neka je ;AABC dati trougac upisan u kruznicu k (51.2.130.). Neka je AE
preénik kruzhicen AD < b, .
trouglovi AACD' i AARE sy
njihove stratice vrijed; -

ABiAE=AD:AC ‘= c¢:2R=h:B =» be =2rh,

visina trougla koja odgovara stranici a. Pravougli
sli€ni (obodni uglovi nad tetivom su jednaki), pa za

3. SKUP KOMPLEKSNIH BROJEVA (C)

3.1.a) 9 b)34i ¢) 21i d)31i 32a) 24i b) 6i © 34 &) 17
3.3.a) -3 byl -1 &4 3420 b)18 ¢} 10 d) 10
358y 41 0 B i o) i d) A 3.6.) 5451 b) -1 ¢) 61 d) 15i
3.7.a) i b} 1 ¢y -i &y i
3.8.a) L #7 (i‘l_)z_"(-i) - 127{_5) = b) (293 el )1 d)-
3.9.a) 15 b) 0 <) -255 &)y 0 330.a) 12 b)-33 ¢) 88  d) -11
3ila) 0 b) 56 ¢)-1 d)37 3d2a) 2 b)) -36 ¢y -6 . dy 37
3.13.a) Rez=2, Imz=5 b) Rez=-7, Tiz=4

¢} Rez=-1, Imz=-1i d) Rez=22, Imz=-5
3.14.a) Rez=0,2, Imz=3 by Rez=-0.7, Fnz=24

¢) Rez=-0,1, Imz=-2.5 d) Rez=0, Tmz=-0,88
3.15.a Rez::l, Imz:i b) Rez:—é,lmzrg

: 3 5 6

c) Re::E,Imz:—-—}—:i d} Re4:§,1mz:~£

12 7 5 5
316,y (MO0 008 G008 000 4 B = (1) = 2 by O
3.17.2) 21 b) 5 cy 101 d) i6i 3.18.a) 5i b) 61
309242 b)3VZ o) 443 ) —1242 320 2013 by 2043
~ 2

321 a) !-411-1-5: i-miﬁ: (i-'&)ni - Ini =] b) i-in-?, = isln i = i-'.E: (12)-1 = (*I)uLI -1

3.1. Jednakost dva kompleksna broja

3.22.8) x=7 b) x=0 ¢) x=] 3.232) x=7 b} x=5 ¢) x=1/3

3.24. x=31, y=9. 3.25.a) x=2,y=3  b) x=}0, y=-4 o} x=3, y=-4
3.20.a) x=1,y=2 b) x=2, y=-1 3.27.a) x=1, y=i by x=i.y=1-1,
3.28. Rjedavajudi sistem po x iy dobijese x= —?jy = é—

3.2. Operacije u skupu kompleksnih brojeva C

3.29a) z=142i b) z=9+13i ¢) Z=6+721

- 3.30.2) z=14-3i b) z=-5-2i c} z=14-3i

331a) z=-5+8i b) z=2-6i Coc) z=-4

3.32.a) z=(at+c)Hb+d)i b) z=(a+b+IH(a-b+1)i ) z=2a+b+{a+x)i
3.33.8)z=-91 . b) z=521 «¢) 2=2+61  3.34.a) z=7-T1 b) z=19+ <) z=8-31

3352) 7=-12-31 - b) z=-5+4i - ) z=2+171 ¢
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3.36.2) z=-d-+13i b) z=4-124i ¢ 6+3i

3.37.8) zyzp=-14i b} z;Z,=4-4i ¢} zizs=-3+151
3.38.8) zz,=-8+12i b) zjzp=-15+15i ) zyzp=2
339.a) 2z=1-51 b) 72,=11-21 ) zy2,=40-10i
340.8) 2;2,=-23-21i b) z,7,=52i c) zizp=1T+71i
341a) 11-13i by 1+7i ¢) 5+3i
342.a) -12+5i b} 27-23i c) 13-39i
3432) —Leil, oy 3T 3 344 2) 25 b) 4
2 2 105 175

345a) 24 b) -2 c)y 214201 d) -7+241
3.46.a) -28-96i by — -+ 22, c) L @ -0 16,

‘“ 25 25 1225 35 2025 45
3.47.8) 2"=-125; by 2 LI H ¢) Z=62-9 d) z=-92. 651

348, f(1-D)=2(1- 1) 3{1 1141 = 2(1-21-1)- 3431+ 1+ = -4i+844i = 8,

349 f(3-1)=(3-4) ~(3-0)7 +1 1(3-i)+8-42i=27-27i-9+i-{9-6i-1)433-1 1148421 = 51-204.

3.50. f(3-2i) = 29+8i. _ 356 i
3.52.a) Rez=-49, Imz=-14 b) Rez=0, Imz=34 ¢) Rez=-12, Imz=-12
13 7
3.53.a) Rez:i, Imzs=-4 b RBZ:E, Imz= -~ o7 ¢} Rez= g , Imz=— }—9—
2 3 15 57 100
3.3, Konjugirano-kompleksni brojevi
3.54m) T=23  b) T=62 ¢) F=-3-8 d) T=-15+09;
3558 7=2-_13§ b) T=-6-72i ¢) T=3+99 d) T=24+55
3568y 10 by 6i o) 15430 &) 15-3i 35722 b) 4 )220 d) 4
3.58.a) m=9 b) m=| ¢) - m=0,5 :
3.59. TraZeni brojevi su rieenje sistema jednadina
2m-2n=m-1 m-2n= -1

m-2n=n-4 => m3n=-4 => m=3n=3
3.60.a) Neka je z=x+yi. Tada vrijedi: ' '

str=adyrx-yi=2x 0 zoz=(+yifv-y)=xt -0i) =271y

3.61. Neka je zy=a+bi i z=c+di. Tada je:
a) 7,417, :(a+bi)+(c+d£):(a+c)+(b+d)i:(cz-‘rc)—-(b+d)i:
= g-bitce-di=7,+7,
) ;(—Z =(a+bifc+di)= {ac—bd )+ ((.r.d +bc)i ={ac—bd)—~(ad +be)i =
ac—bd ~ adi—~bci=ac + bdi® ~ adi — bei=c(a—bi) —{(a - bi)di=
(a~bie—di)=z, 7z,

H

I
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34. Dijeljenje kompleksnih brojeva
B : 4 3
3.62.a) 4-4i b) -i e) ——i
: 5 5
s63a) 2 2P 2~i.._—3w«_ij_w_(2—i}(:3:i) —643i— 24 +i°
Z, —3+£ o34 =3 (m3)“ —i* 9m(—;)
S U TN L, Dy S S O 26470 —20-17i
= = B it ) - c)
9—{~1) 10 1010 29 13
A 240 ~2 - 3i 1=
3.64.4 b} e Y e T dy aet
3o ) p ) T ); 5
3.65.2) }ii 225 o TIERE g T3 a6y 1w 2 o)
2 3 41 10 2
3.67.a) Rez:16, Im z=0 b) Rez:—lﬁ., Emz:_?:g,'
25 50
-, [ 1
¢) Rez~:, Emzx—a. d) Rez=0,€ Imz:?

3.68. Iz uslova (x+yi)(3+i) 5+61 , koriitenjem definicijej(,dmkoﬁi dva
kompleksna broja i rjuavamum nastalog sistema jednadina d@bl_;e se trazeni

kompleksni broj: z= gwh .
010
3.69.0) z= m? o ‘6+1:~~?£-—-tﬂ‘m!*éizl—Gz:;rLiﬂi_.
6-i 6-i 6+i &' -7 36+1 37 37 37
b)Y z=-—+4—i c) ::H~+£l :
2626 _
37902) z=sesi By z=i Y ¢ D
‘.- -a) 4,*‘2 2 ) =1 ~—l3 “ .:..\_m 2
: | ) o 2—1 k 230 450
3728 — b) 3-71 ¢) -7+ 3734 b) —2° c)y —27
by P e TR B )
374, f(1-iy=2+141, ' f(2+30) = 19-20h. .
3755 (xyi) )- =athi  => X’ +2xyi- yi=athi . =>  xi-y'=a, 2xy=b.

- y1) =x -2xyi- y = (x7 -y )-2xyi =a-bi.

- . ; N I (a+bi
3.76.a) Nekajez= a+bi, zz= c+di. Tada je (—'—}t(g e

Z, | \etdi )

=2

((ac + bd) + (bc -~ ad).: \ (ac+bd)y—(be—ad)i _(a m'bi):(_c +di) B a—bi
ctadt T et 4dt (c—dic+dDd) c—di

k)

S

N

o _:(}_ :i:“}:xg?h: . " o
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3 77 a) X +1 (X 1)()(.;.;} b) x_l _{_25:()(“51)(}{_&“51)

¢y x° 12 =(x+111x-1 11 i)(x-16i
3.78.8) (ca2i)(x-24) oAty gi giégl()gs;&)
- ¢} (Bx+120)(3x- 121 B ) (2x+31)(2x 31)
9.a) (a-bi)(a+bi) b) a’ +4b’ =(a-2bi)(a+2bD)
©) Gardbi)Gntabi & (Va —isb)Va +ivh)
3.5 Modul (apsoiutna vrijednost) kompleksnog broja
28(}&) lel=i2 b fzes o |z]= & |zl=10
81.a) 5 2j=3 b lzl=10 o [z]=13 &) 1zl=29
é-:ﬁ-a)__iz;;m b lzl=13 o lzl=1042 d) fzl=2413
N @) lzl= i b) |z|=1 o) lzl=1 & lzl=15
84.0) |z]=29 b) 29 ) 42 d) 40

3.85.Nekaje 7= x+yi. Tada vrijedi:

) !ff\/““’ NE HE) =p = (e i =
) Firbe s = e o=

3605 13 &) 845 B 65
3.87.4)3___@ 41 b) V409 c} ~409 ©od) 150
3.88. V377 ~ 1941648, 3.89. V1082 = 32,8937,
LS AL . -5
A 3
9la) Nﬁkajeﬁwxﬁ-yt Tada je i J— P l:[z
= [z —-(,1+y1)(x~ww) = i ‘I

b) Neka je zy=a+bi, z=cdi. Tada vrijedi: |z, - w[:](awn (c+di)=
= |(ac —bd )+ (be + ad | = /(ac b ¥ + (be + ad )’ =
=Valc’ “2abed + bid” 1 boe +2abed + a*d’
NE+P)CHE T (@ 1)1 ) =N BT JETE- 12 |,

gl

lﬂ !{awbcuﬂbc acdi|  [(ac+bd)® + (be- ad)?

"l lera ¢+ d’ (& + ) -

\/%mzcmbzcﬁmzdz \/-(cabznhdg) <+ 2+ g
[CZ”*“CF}Q (¢ +d*? Crd i1 BEE

392.2) NekaJe szo z;=1, zy=a+bi. Tada je

Qt—-la-f"b‘i”m f =q.
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Dalje je
1+ %}:\/]H %12 =\/(1~L:zz){1+4} ::\/(l-l- 1+2) :\/1+(22 +z)+ e =

\/1+2azq \/1+222|+]qu = \/(1-4— ¥ =1+ |z,

Koristedi, sada, dobiveni rezuitat, nastavimo dalje razmatranje za ma koja dva
kompleksnabrojaz, 1 2z,

Za

| ; 2
o2 o 2 2] e[l =
< & A Z
b} K_akoje 7= Zp+(21-22), L0 je 1:,?2!@ "im(z] ”ZEX = §zl < _J+§zl -» 22]
> al-leslzla - 2l
3.93. [ =174 =5, 2f()f=2 5|7 :;lmz_!ﬁzlzz E7—(1+2l2]x
=2 7 - i~ (14207
6= 36-2 2J36+4 2440 4410 7;6.:@:171
—(1+4i—4] ]~4~L4:i J16+15 V32 o4z V2 -
1 5 «J’Zl—
394.a) Regzg=", ::— l b) Rez=2, fmz=">, 131**“*”"
4 2 2
¢) Re -—Lﬁ% Im:m%i, z&@ 3.95.a) z=3+4i b)) z=1.

3.96.a) Koristeéi date uvjete dolazimo do sistema jednadina: -x+2y-3 =0,

IxF2y+1=0 &ije rieenje daje trazeni broj z. z= -1+1. b) z=24.

3.97. (10t = (1421407 <(1-2i+17) = (1) - (-20)" = -4-(-4) = -4+4 = 0 R.

(2418}~ 18-2i)  —36-4i-324/+36 ~328i

398 = = = = =L
(~ 1842/ )—18~2i) 324 + 4 328
3.99. Uputa: Uzeti da je z= x+yi i uvrstiti u jednadinu, Koristiti definiciju
jednakosti dva kompleksna broja. a) z=2+i by z=3+21

3.100. (140" = [(1+)°]" = [+ = [(1+2i- 1)1 = [(2)))" = [4]" eR,
3101, (10" = (1-D"(1-D)7 = (1-20- 1" (1-2i-1) = (-207°(-21) = (-4)"(-21) =
= -2(-4)i2 R,
3.102.a) z={" 1) Akoje n=4k, ke N, z=1,
2y Ako je n=dk+1, keN, z =i,
3) Akoje n=4k+2,keN, z=-1, 4) Akoje n=4k+3, keN, z=1.

b) z= (‘1“9‘) = (-100)" = (-10)"i" .
i
1} Ako je n=4k, ke N, Rez= 10" Imz =0

'2) Akojen=4k+1,keN, . Rez=0,Imz="-10" T
3) Ako je n=4k+2, ke N, Rez=-10", Imz = 0
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4) Ako je n=4k+3, ke N, Rez=0, Imz=10".

o ZZ(EJ {g:%:” m(lf:l ] :(m,%)« —C 1)@.

i.) Ako je n=4k, ke N, Rez = 1, Tz = 0, 2) Ako je n=4k+1, ke N, Rez = 0, Imz = -

3) Ako je n=4k+2,keN, Rez=-1, Imz = 0
4) Ako je n=4k+3,keN, Rez = 0, Trnz = |
3.103.*a) 7=11-2i, Rez=11, Imz=2.
b} z=-2i™ 1) Ako je n=4k, ke N, Rez = 0, Imz =2
2} Akoje n=4k+1, ke N, Rez = 2, Tmz =0,
3) Ako je n=4k+2, ke N, Rez = 0, Tz = 2
4) Ako je n=4k+3, ke N, Rez = -2, Imz = 0 . ¢y z=-1

3.6. Predstavijanje kompleksnih brojeva u ravni. Kompleksna ravan

3104, .3 105
Imaginarni br(}]evlfu nay-osi, a fealni = ¢ )
%310}&\!1 SU A X081 e _— i

1

ot}

“5 I 1 ? 3 3 o 7 7
- =
#31 s ey -
. . 4-3i
g-igé.a) =3 by i g e . dy z=i
AL 7__3) z=l46i b)) =244 c) z=-3-5i d) z=5-2i
310 o '
& fgf, o - 3209, z)=3451 , 72=2-3i | 7,+7:=5+2i ,
v Co : p Z-70= 1481, 2iZo= 2141, 2,1 2,=(-T+190/13,
A02) q[ 53y E
. S 3010 2 =2+ 50,25 =7 iz + 7, =117
I A S A B § § WS P R
3412, |F = Y290
2y 29

B
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3133 TraZepi skup tadaka je kruznica (S[,3.113.) ito:

B R CTRRE

S$1.3.113.

3.114.a) TraZena figura je krug radijusa r=3 sa centrom u koordmamom
podetku bez obodne kruznice.
b) Krugradijusa =5 sa srediStem u koerdmatnom poceii\u
¢} Figura je kruZni prsten radijusa R=3 i r=|
d) Figura je kruZni prsten radijusa R=7, =2, ( 813114, a) b) Sydy).,

N S oy

3184 d) 3.115. -z=-244i
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3.7 K:.nplelf(sni brojevi - razni zadaci

3.1218) V2 by ia o Ah zan?

: ' a’ b oa’ +b E
a i -\/g : ; 3 :
3.122.a) “;)“%-wzmt by Uputa: al 3(512) Rezultar:-2.

¢) Uputa: Uzeti da je z=x-+vi i kvadriranjem odlc,dm x 1 v. Rezultat:
+{3+24)
dy =+ (1+21)

3123, x=22, y=2. 3.124.%a) —-im b) 8-24i7 &) -2
. 2

3.125.% ) -1 byl o \/E::f:——‘i-z:(lﬂ).

= (-

2

174

x[zwgﬁ}:[z-—zfﬁy O N
a 1 8 8

2[(1+5J§)2 —(I+iw/§x1—ff/§)+(“"fﬁ)z] ~242iW3-1-3-2-2i/3 _ -8

- - - S
8 4 4

3127 T2+72

-3 i3] o203 il3f :(—zi)é(l+iﬁ)ﬁ i3S _

3.128. /. :
(1) 1] (-2
il - Caranlafieat) ~sli-if3] 63 (1339433} 63 o
T e O —e4 64 8 T
31202) i 2(4_;:\/_’5]3 ) (——1—81'\/5)3 -1 35~/§;~9+35«/§ _
N e e AN ST —1+3;\E+9w3f\/§m 8
) y= 5 = g = - =3=
& x= ~1-i3Y 1= 1w2if3-3 24203 <143
A - 4 R

3. 130 Neka ] Jez= Xyt Tada se dati uvjet moze pisati ovako:
X-yh = (x4yi) & x-yi = X -y 42XYT P X=Xyt cymdy y(?:\+]) 0, x=x"-y’

I, 3
& =0, (x=01l x=1) 1l x=——, y=—
y=0, (k=011 x=1) S YEY
Dobili smo Zetiri kompleksna broja koji ispunjavaju postavijeni uvjet i to:
1 \/g , 1 \;"é" .
2=0, z=1, z=~—— ], =
' 22 22

330 ldzda’=0 < z4rl=-i.
14z472°=0 & perar'=0 & e zer)=-(-D=1.
3.132.*a) Kvadriranjem formule dobivamo:

aei e a=ii = ({2l v <) |

a+bi+2 (a+b:')(aw—bi)+awbi:’7(\1612+b2+a)
7a+7\/a +b* *"2(\/51'44’7 —%aw & 2(a+\/a, +b° ] (\/_M—qtnbw-%aJ

3.133. —ml+mlm:¢:> ,\—1)(3-;)+(--1}(3+i):i(3+5)(3mf)¢_~> B
S S G S S B

= 83x+ 3y 6 (x— Yi= 100 © 3+ 3y 6=0A —(x- 1) = 10>
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> X+ Y= B A xX— y:wl() @ x=—4 Ay=6
16z+1] i6z+1
£

4z
;16),-f-1+16yz[46|x+y4 e J16x+1) + (169 = 16437 + 3

3.134,

=4 & [i6z+| =167 6z +1=162 -

& (16x+1) +{16y) :256(x +y-) o 32x41=0 < x-———l—

. _ .32
2z 2z* T _2y? +Axy 2xt —2y?
R e I R e
Z zz x4y x4yt
“ XZES*y‘ Rezultatr ze=— — — "wj, 7=
32 32 32 32

3.135.%a) Neka je a = x+vyi. Tada iz uvjeta jai=1 slijedi da je x+y’=1. DaIJe
vrijedi;

i Gty eyt L
] _W X+ v o a

azx——_\fj:

Analogno iiokazujemo preostale dvije tvrdnje

b} !ﬂb+bc+cai !abc[

3.136.* KakOJL _ o

f{i‘l+4)—[_—%} +[%} z(ljéj{lj%} m{“{}vg}
AN 1Y (2i Y=Y ; Y ‘

(B ()T ] (] =

ta je fin+4)y+{n) = 0 cm’zCJc dokaz kompletiran. -
A37.8) (z) = flzy) = f(2431)= (2+31)* -(3+4D(2+3D)- 1451 = -5+121+6-17i-1+51 =0

b) T—?‘m{% 41) — =35 (1’—:,)”"","—(3“%"41_“1-{'7! u—);ﬁf()
O Fle)=0, flo)=-24-6i.

3.138. Koristimo ranije dokazanu osobinu kompleksnog broja 'Z;'f

o

dokaZimo da je 7=z, §to znai da je z realan broj.

Ako pretpostavimo daje z=z dolazimo do slijedec¢ih relacija:
AtL |zt 5
—_—t D> + o Z + + Z, +
1+Zz% 14z 4 Zizl %%%%%é%%%%é
= zl+£+22+z_ %+%+zz—l—z.l )
Kako posljednjajedndkost uvijek vrijedi, to je broj Z jednak svom konjugiranc
kompleksnom broju, pa je realan. Ovim je dokaz kompletiran.
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3. 139*Vii]6di ‘ o

L+ y+zf = (x+ yr z}(x+ y+zj X0+ xg»«» X+ Ut YU Uz zx+7y+zz
Kakole xrmyvzzv' , to, dalie, vruedx

}x+y+2t = B Xy XZ+ Yt Yzt 2k Zu= 3+x{y+z}+y(z+xj+z{x+j

oy + ¥z +xz} = (xy oy xz)(r;+ vz + ;c;)

“ww-l xmz-f-x}xz-i— \,zm + yzyi+ vz Az+x7xy+,xzy2+x2x2 =
=14 xz+yz4zx+1+ »x+w+w+§m%+x(y+v +v('+7) (;\+:;)
Vidimo da vrijedi I
2 Z
ety g =z 28, odosno [xr Yy 4= g gzt 24
3. l40 Jasno je da vrijedi: _ _ _
atbabti=0 & atb-ab+l=0eatb-ab+1=0 &
wwlw—i——]—+l—{) = af ~1~—lA —H\ = () & a—h’)-@-ab 1=0.
a b ab _ a b oab !

4. KVADRATNE JEDNACINE (JEDNADZBE)

414y x=3 by x=3 - e) xml?l ) ;:'igf
428y 3xM+xr]=0 b) SxM2x-31=0 . o) x-13x:7=0
43.8) x-6x-9=0 b) 3x7-6x-1=0 ¢y xSx-16=0 -
4.4.2) 5% b) -82x7 ¢) 2020x° 45 .a) 5x° by -5k ) 189%°
46a) 44x b)) 34x ) -177x 47.8) 37x  b) -2x o) 52x
4.8.a) 55 by -119 ¢y 2000 4.9 a) 10 b) -22- ¢) 10
4.10.2) -3 by 2 ¢ -7 4.11.2) | by 8 - ¢y -4
412a) -11 b)) t13 &) 70 413.40) 333 b 6 ¢y 1240
4.14.8) a=2, bh=-9, c=-45 b) a=9, b=6,c=11  ¢) a=-5b=-13,c=6
4,15.a) a=-1, b=1, ¢=-5 5y a=1, b=_1I, c=1 ¢} asl 'bm],é:?,
41,  Rjesavanje nepotpune kvadratne jednadine (jedﬁ'a‘dibe) '
5 -4
416;1) .X]‘gzo b) X},g“—“ig C) X']'_gﬁj:‘z—_ - d) X}_g:ig
. , 5, S
417:1) Xra=t31 b) Xg-_gxigl C) _XllgﬂiVi d) Xy gz q
. _ L _ 4 . 3
e } . . . - - 1 4 7' 1
4.78.a) x=0, xp=-1 b) x;=0, x»=3 ¢} x,=0, XEZE id) xe=0, XZ:M-B”
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4193) XIWB XQE:'?. b) X}ﬂ—3, X2=5 C) X]ﬁ-l.l, Xo=3

3 I 3 5
4203) X ym e )(._--m b . = I e =], Xy=-4
3 5 7 )Xy 4,?(2 5 c) %=1, %

421.a) x,=0, Xgr-l b)Y x=0, xp=1 &) =0, %25 d) xi=0, k=15

§.22.a) x1=0_, XQ=-"3 b) XI’WO’_XZ:_;_
4.232) x,=0, Xa=-3 b} x;=0, %;=4

4.24.8) xl.sO,"xQ%fw,a#O B) x1=0, xa= % 0
' i 2a : . m

' 2
c Xa—-O x?w‘-nﬁﬁ a#0, b0 a+b#0:

d) X}mo, Xopm 44 s
a+b

4258y Da b) Ne ¢y Da. d) Ne 4.26a) Da b) Da ) Da d) Da

4272y Da b) Da ©) Ne d) Ne 4.28a) Da b) Ne ¢) Da-

V35

429 a) x,oﬂﬁ b) x,=12 <) szi‘«%- 4.30.2) x,=t6 b) x,=t s
12 12 ) X2 4.2 5

NEr ' ' . 10
C) g, =h 4.31.a) x,=32 b)) x=0x=—
12 76 ) %, ) x=0x 3
2 30
432a) x, =0, =52 b) x,=32 o) X =0m=-—
3 7
£330 v =0 v o 2 -
9a) % =0, L —**ST b) & =0, x, =3
4.34.3) J\';_ EO_, X2 :—E-?w-’a_-’t{} b) )‘:] :G’ Xy z:—_z._j_.’a =0
' : Za ‘ : a®
. ' 3m
¢) X =0, x, =24a d) x =0, x, = ]
) : - Tom+]
3 m,=2 b)) ;=3 Q) x,=-7 ) x,=8

4.2, Riesavanje potpune kvadratne jednaéine (jednadzbe)

4. 36 Do ovog zadatka kvad:atne 3&dnaune sme mogli Uesavatl i bez formule.
Shjedece kvadratne jednacine, nakon dovodenja na oblik ax’ ji_-bxﬁCf—‘“O,_.l_ jeSavamo

nbiw.fbg —dac

2a

Primjenom  formule: X, =

koeficijenti.

R ..,—(+7)+w!( 7) -4 7%\/49 48 _jt1
B2 : o

2a

. 2
= X?:I = 3: Ko=.4

178,

1 ) 5
.C) XI:O,.XEZ.___E d) .Xi:.o, xZ:Z

11 )
¢}y x=0, Xz=~§2 d) x;=0, .xgz___s.

;edle sua, b i ¢ odgovarajuéi

b) X.1=2, x3=5 C) X]x"3, Xzzl:
4.37.&) X}EQ, X27«7 b) X]ml . X3=IO
4,38.3.) X]“—‘-S,- Xa=6 b} X["—""ﬁ, X2:5
439&) X,=-3, o= b) X1=-5, Xo=-2
4.40.a) xy=3+51, xp=3-51

€} Xy==1-1, Xo=-1+i

d} Xlﬂ—S, xsz

by xy=1-21, xo=142]
d) x,=-3-21, xp=-3+2i

C) X';ZB, )(238 d) X]EG, Ko=T7
C) X=-3, X»=T7 d) xX,=-2, %;=10
<) =9, xo=-1 d) x;=-8, x;=-3

4.41.8) x,=-3, Xa=7 b xy=-3, xp=-5 c) X;=-3, X3=4  d) x;=-6, xp=.5
1 3 5 1 . 13 3
442.8) 5 =m k=2 b) =y = S B
A H=g% 3 P aTem 36}{3} }{2}
5 ) 3
4.43. =x, =2 b o e P d —
W= ){ 2} « { 3} ) {s}

444.2) 5,8} b) 2-7i 2+7i}

4
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c) {*—;—mg>m%+i} d) {ﬁ%,}_

}

445&) X;Ej, X2:3 b) X;———é X‘r—-3 C) X}:4~i, Xg_:4'?-i
4.46.&) x;:—_’:, ngz b) Xi—-S Xr=3
4.47.8) x;=4, Xo=6 b) x=-mv2 Xa—m*\/_
4.48a) x, =2,x, =3 b) x :w%,x?_ =]
8

4.49.2) x n—z.x, =7 b} x=5ux x—wp.

9 - 21
4508y =075, =1 b) y=2 4.51a) x;=-2,%=0 b)) x;=-4, x>=5

S
4.52.a) z=8 b) 7, =05, =~ 4.53 == =0.

4548y x=2 b

4.55.a) Uputa: Uzeti da je x™16x=( i rijediti nastaiu kvadrathujednaéinu pot.
Zatim rije§§tijed|_mc’ine -16x =t X12= 8EA57 | xau= 81473
b) X "'——"-4, ng—?ﬂ X?‘r—-]’ Xg= }.

4.56.a) Ako uvedemeo smijenu

=1, data jednaéina postaje t*-8t+15=0,
X+

. . . o . . 4 2
RjeSavanjem ove jednagine dobije se t, a zatim i x. Rezultat: x;:fg,.rz = Y

D) x =17, X0 = 67
457a) x;=1, x2=3 b) x;=-2, xa=1  4.58.a) (0,1,3,4) b} xel.

4.61.2) MnoZenjem jednadine sa (x-b)(a-x) i sredivanjem dobivamo kvadratnu

: » ' : . . _ - a+h
Jednadinu: 2x°3(atb)x-+(a+b)=0 Cija surjefenja xy=mat+b 1 xp=- .

B) x;=-05a, x,=2a
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i
4.59.a) x;=2a, Xo=3a b} xpmmen, xp=man 4.60.2) vi=1, yy=— b) y;=2m, y:=2n
[



4.62.8) x, = ~a,x, =—b b) X, zw(a+b+c +_Ja2 b’ +c* —ab-ac—be
4.63.8) x, =0, = by x =83 _arSh
3 4 77 e ,
4.64, Xi=m-2 | Xp=n 4.65. x)=-a, x;=b+3 4.60. x,=a, x;=b-3
1 -1 '
467.8) =y =2 b =2 5 =-C
] bml’)t o1 . b) x b,xzm — 4,68,

N

4.3. Diskriminanta i ispitivanje privode rjefenja kvadratne jednaline

5.69.2) Drbzwé’«ac:(afm(5)w~9+2o:29 b) D=9 ¢) D=8 d) D=49

j-70-a) D=0 b) D=0 ¢) D=-679 d) D=737
#71.4) D=(-32)+4a = 9a’+4a b) D=4m’-8m
) D=25m"16m+32 d) D=a’-24a+12
4.72.2) D=bidac=5-0 => X1 X; surealnii medusobno razli¢iti brojevi .
b} D=2550 => X1 X surealnii medusobno razliciti brojevi .
¢} D=-84<0 => X i Xy sukenjugovano-kompleksni brojevi .
d) D=36<0 => X;1 X; sukonjugovano-kompleksni brojevi .
4.73.8) D=28x0 = Xy i X2 surealnii medusobno razlidit bz‘ojevi .
b} D=41>0 => X, 1 X sureainii medusobno raziiditi brojevi .
¢) D=1720 => X1 X3 surealni i medusobno razligiti brojevi .
. d) D=28>0 => X 1 %2 su realnt i medusobno razli¢iti brojevi .
J4.2) D=-8<0 => %X;i x; sukonjugovano-kompleksni brojevi .
b) D=0 - => x;=x> (Rjedenja su jednuki realni brojevi).
¢} D=64>0 => %, 1 %z surealni i medusobno razliditi brojevi.
d} D=0 => x;=x: (Rjelenja su jednaki realni brojevi).
4.75. Da bi jednadina imala jednaka rjesenja, njena diskriminanta mora biti
Jednaka nuli, Iz tog uslova dabije se ¢: D=G-dc =0 < c :—9— .
4
4.76. Rje¥enja jednasdine su realna ako je njena diskriminanta nenegativna:
D=1+12e20 ® 12c21 & ¢ -—i
i2
4.77. Rjesenja kvadratne Jjednatine su realna i razligita, ako je njena diskriminanta

pozitivna:
D=64-8(c+100>0 @ 8-(c+10)>0 & 81050 & ce? .

Rjesenja jednatine 2x> 8x+c+10=0 su realna i raA:c:ta za sve vrijednosti
varijable ¢ koje su manje od -2.

1 i
4,78.m<;5 4,79, m>7%- 4.80, b, =14 481 ,Iljfi?a\/— 482 ]‘“12
: 1

4.83.2) Prema dafom uviets mora biti x4+x, =0 {_} SmP-4)=0 => m=t2.
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. b) Uvrétavanjém vrijednoétix%@ u dfituj_ednééinu d{}:bi:"v.a'mo-m= -;—
¢) Zam=2, data jednacina postaje x —1=0  => xI . =k,

Za mw—Z dobwamo Jednacmu X" m7 {) => x, _-hfv

3
Za m==, da‘ta Jednacma se transformlse uox’+ Eﬁ'( =0 => x=0, x=-13.

4.84.a) Rjesenja_)ednacme ax*+bx+c=0 su racionaini bro_1€v1 ako je niena
dxs}q;mmanta D=b"-4ac potpunt kvadrat, tj. ako posteji racionaian broj k za koji
je D=k’
b) Rjesenja Jednacme ax +bx+c=0-su iracionalni bmJe vi ako njena
diskriminanta Dmb -4ac nije potpuni kvadrat tj. ako ne postoji-racionalan broj k
za koji je D=k*.
4.85.a) D=25=5" rJesenJajednaczlle su racionakni brejew.
by D=76, rJf:SEﬂjEl_del‘l&ClﬂG su Iraclonalmbrqew
¢) D= EOOW-EO , riesenja jednadine su racionaini brojevi.
d) De=i6=4" r_;esenjajednacme su racionalni brojevi.,

- 4.860. a=n(n+1), nge Jen prarodan b: 0J.-

4.87.% D=4a® - 4(a”b’ ") = 4b7 +A” =4(h ¢y 20 = rjé%enjajednaéine su
realni brojevi. =
488* D= 4(a+b+c) -12(a b +c)=4(-2a" -2b° 9(: -Zab- ”ac -2be)e
= -8(a’+b ¢ +abtac+be) <0 ) jer _;e a’+b”+cizabractbe. Kako jednakost

vrijedi samo u sludaju kada su brojevi a, b 1 c medusobno Jednaiu toje
diskriminanta D negativaa za sve vujednosu koehcm;n.zta aa bie ROJl su-
medusobno ;aﬂmts pa jednadina ima iracionalna l_}@SE]lJa
4.89. Diskriminanta D date kvadratne jednacine je: D= =(b +Q -ah)t - b

Kako st a, b i ¢ duzine stranica trougla, to vrijedi nc'}ednai\oai uouvia pajf::

Ib~ci<a<b+c = !bmazf'<c1_2 <(b+c‘)z & B "“?.b{,“r( <a <b* -2!7c+c
=>  (bcta’<lbe i blteta>-2be) => -Zbo<hiclal<Zbc.

e

bl il
C - a“ < 2bc

= lb3 +¢t —-azr <4b’c? =» (b2 gt - 1)2 fébjz - => D<0.

Kako ] je diskriminanta kvadratne jednadine ;mGatwna o sw n;ena 1}&581}5&
kOE‘l_]LiUHdﬂO» kompleksni brojevi. :
4.90. Nakon sredivanja, druga ]cdnacma pOSiaJE
Gk + 20+ D+ k7 —k+2= O
Diskriminante jednadina su: _
Di(k) = 4-dk = 4(1-k), Dao(k) = A+ 1) 43K k42) =, = 4{1(—1){(1( 1)24+4].

Posmatrajmo proizvod diskriminanti: |

D1(k):Da(k) = 4(-k)-4(k-1)[(k-1Y+4]= -16(k-1)"[(k- 1} +4] < G za kel Daide,
proizvod diskriminanti je pegativan (za k#1), §to znadi da j je chna od ujih
pozitivna, a druga negativna. To, dalje, znadi da su rjeSenja jedne od dviju datih
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kvadratnih jednacma realna, a druge konjugirano-kompleksna. Ako je k=1, tada su

obje diskrumnante jednake'nuli, pa jednadine imaju dvostruko realno r jeSenje.

4.4,

Norrmram oblik kvadratne _]ednacme (]ednadzbe) Vieteave formule

491.) x -"3x+5 0 b) A2-Tx+6=0 o) x Tzl%;m‘o
} 6 11 12 P T
4-92-3) PobExq=0 0 b) Alxt11=0 g ()
61" 61 ) © X 155" 100

4.93.2) xy+x,=10 b) x;+%; =34 €} Xi+Xo=66
4.94.) xpix, =] S b) Xkxp =88 o} X+ xs=-2000
495a) xrxp=4 b) x;-x; =19 ¢) X;-X,=-1999
4.96.8) %;xy=-11 b) x5 =92 €) X;Xa=1998
4.97.8) x;+x, =5 . by xy+x; =-3 ' CI) Xi+Xp=-30
498.2) x0052 17 b) XXy =33 ) xRS

4 87

4.99, a) }\5*)&-,“;88 XXy =222 b) X1+X->%5:) Xy X7—76 C) Xp+Xg==—, Xy} K=

3 3
4.100.a} x;+xj—44 XypXp=-77 by X, +xXa=m-1, X3 =19
=1 17 o
€} Xj+Xai= 2m } xrx1=.3m :
m 2 -
4.101 a) X —(X,+xa)x+(x, X2)=0 , x*6x4+5=0 b)) xTex-12=0
) X+6x+8=0. . d) x-x-42=0 . . -
4.102.a) Xj*(3d+])x+3&1=.0_ ; by x*-(m-3 )xw(m 1)=0
c) x +{m+3)x m-3=0 dy x*-2mx+m’-1=0
103.2) x-4x4-5 b) x’+6x013=0 c) X-2x426=0 d) >\” 8x+20=0
4 f04.a) % 4x~:«’3‘ =0 b) 16x%4+24x-39=0 " 4.105. a) 3x-10x-5=0 b) x*-6x-41=0
4. 106 X]“i-?(gm} = Xy= [exgy = 4 =-3.
Drugi nac“:iﬁ: XpXe=~12 = Xy = J1z2 2 =-3. 4.107. xo=-1
X 4 )
4108, x+x,=7 ?Cl’xzzk, xm2 = xa=T-xg ke = x;=9, k=-18.
4.109. Koriste¢i Vieteove formule i dati uvjet dobije se: - ' '
11 '
Xy X, mie o
P 12 = 3x_1:—;+2 = 3x,=-—§n§- = x;=~5~
2% —xy w2 - . : ‘
xz=2x;~2:§__:>-2=3 . Xy v, = = m=2x% %X, = m=]5"
) 15 . ; N 4 |
4110 x +x, "::-;—Z, X%, :Va'}, %, =x," = x4, z};j-, a=x,
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=5 40% +40-15=0 = a=_ > g=o.
i 22 %72

4111, x* {2x;+2xz)x+(2x, 2)(2) g = x2—2(x1+x2)x+4(x;‘xz} =0
X 2(-Nx44 14=0 =>  x%+18x+56 = 0.
4.112. Neka su rjelenja jednaline y; 1y Prema datim uvjeima i Vieteovim
formulama vrijedi: yy+yz = (X F330(X043) = 4Xp 6 = -6+6 =0 |
Viyz = (3 (X2F3) = X K 3X 3% 9 = XXk 3K 4 x40 = 843 (-0)49 = - 1.
Y-y y)y+Hyry) =0, y0y+-1)=0, y*1=0.
4.113. Neka su riedenja jednaine vy, 1 vy, Prema datim nvjetima 1 Vieteovim
formulama vrijedi. yi+ys = (X-2)+H(X2-2) = X 4%o-4 = 44 = -§ .
Yiya = {Xi'Z)‘(Xz—g) = X;‘X2"2X1~2Xg+4 = X]'Xg“z(X;+X-2)+4 = 4-2(-4}—?—4 = 16.
Yoy ty)yHyry) =0, y+8y+16=0.
4.114.a) XXy = X|2+2X]X2+X22“2X|X2 = (x,+x1)2»2x;xz = 25-2-11 =3,

b) X]Z ~X22 = (X]+Xg)('X']-X3) = (X)'FXQ} -\i (xi - Ky )2 -

=+ (x, +x, }\/(x1 o, F —4x,x, = %525 44 = +5iv19.
C) X}B"F'Xza = {X]*"Xg)( X12~X]X2+X32) = (X;+X2)(X]2+2X;X3+X22—3X1X3) =
= (XXX %) LAxxa] = 5157-3-11] = 5(25-33) = -40.

4.115.8) X5 4%n = X, 42X X tX 2 =2X Xz = (Kq+Xa Y -2%: X0 = p-2q -
B xi*-Xa = (X +Ra)(X-X2)=
! I
£ (x)+x2) (xl — X, )2 = i(x, + X, )\/(xj + Xy )' —dxx, =EpafpT —4q.

<) x13+7<33 = (XX x;2~x;x3+x-f) = (X;+X2)(X;2+2X|X2"§“X22"3X;Xz>=

= (o) [(xptxa) S3xix] = -plp™-3-ql.

bt ¢ b 2(1{'"

- 2 : z
i }68) Xf_“f‘")(j,z = X]2+2X|X3+X32"2X]X1 = (X|+X3}u—2X[X3 = 2 —= P
. a” a a”

ifl) xlz'mxf = (X]+X3){X1—X3): .
= L (x3+Xx2) (.1'} - X, )2 = :t(x + x4 )\f(.r, + x5 )2 —4xx, =

L.k {i’_)'uﬁf 'i{\/b“uilac:ib b? —dac

a a a <L a” 22
C)* X "f"X'J-)—-‘ (X]"i")(ﬁ)( Xi ~X]X1+Xn )—»(X}‘*‘Xv)(xa +’}X]K7+X7 JXEX") =
= (Xtxa) (X1 +%2) 3% ixa] =
B b[ bY el _b(b®_3c)_-blb” ~3ac)
- ayyd i a ji '
117.a) x1+Xnm3 b) x;xz=-10 c) x,f+xf’x29 d) xﬂqu': +21
4 118.8) (x;-x2)"=49 b) x74+x =117  ¢) x> =£133 dy (x;-xa)'=1343
4.119. Nekasu y; i y» rjefenja trazene jednacine. Tada vrijedi:
yitys = (02204 B) = 30438 = 3(0c+[3) 3-5=15.
viya2 = (0 2B)(204B) = 2o +of+4of+2R7 = 2(a+B) +of = 2-5%43 = 53,
TrazenaJednacma;e vy -1‘3y+’33 0.
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racionalnu vnjecinost odpig.

4.120. N ;o N ) ; - S
120. Neka su ¥, U ¥, rjefenja novekvadratne jednadine. Tada vrijedi: : - :
' : 4. 175 Neka su y; i y2rjeSenja trazene jednacine. Kor;siem dat1 uv_]et H Vleteove

b . :
. 1 i o+ b T b b blare forrmule dobuams
ML “a+g+:8“f“ﬁ:(a+ﬁ)+“‘ﬁé“""“““%““z‘g“xﬁ“““*:wimj-g—). Y1y = X g =0 ) 4% X <0k —4xixq =(x4x2)" 4X]Xg(xl 4X21)-6(x1X2) =
. ap. . a ¢ .. a.c ac = (x,+Xq} 4x]xo[(x1+><a) 2% 60Xy X) =625-12(25-61-64 13=625- 2?8 54=343.
a \ ) ) ¥Yi¥e= X X’)—(X]X')) -—3 """8} i
yly?_'*(a*r——} [3+ maﬁ+ﬁ+£+i:ag+aﬂ+ﬁ—_+m1: ' "Irazenajednaundje x-343x+81=0.
B B o of aff afl
Booae 4.126.a) x +(p-’))x+] p+q—~0 b) x +(2q p }x-z-q =} c) ! _
o o BF —20 Ly ¢ B e Y b et — e QAP HA2PprP=0 - |
U’B+ of ﬁ aﬁ—iﬂuwwa . a +_i_mi+iﬁm ?“C+£:a b e 2“‘_ 4.127.a) gx +.p(q+£)x+{q+_},) el b) qx +(p +‘?q)x+q-0
’ a = ¢ “ a “ e} ¥+ e B W (=, V4l ¥ P 2y v ) =250
. ) ) & & ¥, }72:) = - e —— = = :
TraZena jednadina ima oblik: acx® +at+o)bx+b Ha-c)’ = 0 . I (o =% Xx, + ;) il + e W =)
e8] ; - , e 7o _ '
4.1 ) RN \]+A2:g% ] 2l(x3+x2}' ‘"2X1X2J- : Z(P_ “265).- -
A2 ) N T § = {5 Ea
WhEoy [wl"“i‘; W%‘L?:%‘@u ==y = 4} i("‘l'“"z)vl(xi*xz)z"'4""3)‘? ip\/p —4q
13 ] 1”{ ‘ XXy A v Xy
A N e 13 Sl
i 5| (\ +\2) 7\1;7915 ,,_-, Xpb Xy X — X,
5 4 e, = 21 . 2 - 1) l Jc,(d'naéiﬂa koju trazimo ima oblik: : i
R e _ K . ) ; s . 7
4,122, . e . mo—2 | [r.?‘(’“ - 1) |- 2 : v *w--f'—-"—q:):: yv+E=0, odnosno, mip —dg ¥ '-”FQ(,U“ - Zq)y~i~ plpT —4g =0
Vo = b v, =2 iq Lom—2 ] mo? 3 . +p JJ —dg : .
: =2 | Tom—2 i Som A 4
T — ——j,..._ - 5 A " Y : - . % { ! P ’1 : : : - ‘-’., ) ﬁr, o 2 gl 2
Y tTETT [ %2'\"\3 = Vs 4128 x '{“ —xy x| ey \5»#. e 2 T m\_(\[ x;'}—\,(\f -y }:
7 J EVRET. 4j % X } X - 5

,
4 8y p 4 2mism —~ 2}

o M;_&i _3 A’ ~8m 4 - 2m A dum j 4.129, Prema Vleteowm formulama i datim uvjetima_ \ugcdi
L 4 m” 4 (X3 DG+ D=p’ KXo+ p pp-2 p=1, _p:_fz
{m—2Y ’ : (xj+ 1Mot L=pg =5 XXX +xpkl=pg => g-p- p_q-}«l =0 => qeRili g=-1.
O 3m-16m a4 16 =0 => m=4 nre 4 4.130. Neka jednagine imaju zajednicka rjelenje x.. Tada vrijiedi:
; : . G+ X, =~ = G = 2m o = moe
TI23. BB i ) , Xt X =T XX = -2M X+ X X
o Braf +f7 = o'+ B B (0tf) = (o) [(a.jg By %3055J.,L afilo+ )= _om x 1

m i .
W ] = Mg e L= T xl_:],
X% 2 X o :
4.131 Nekasu. X, i X, kos Uem (rjesenja} date_]c,dnacme a v, [ v, rjefenja
nove fednaéine koju trazimo. Fada-vrijedi: - P
voext et =G e 1) -3 i*mﬁ?(ﬁ’ 'ﬁ_?q)m—p3 +3pg.

y, = (x! + xz_.)3 =p N

a a da a’

:LE[ _ b : c1 < b b b -3ac  be b
R e st

szko sua, bic (a:é()) racionalni bro;c,vz, to je 1 dobiveni i uzmz uvgtk muomlan
o +Or B+o B +afp? NG A (a+B) SBoB(et+BH- ‘i(aﬁ} —p oq(p 79) -5q°=
: = pt —3p’g+6g4° -3¢ = p* —3p'q+q".

Do
bili smo rac:onaldn tzraz ¢ija je vrijednost racionatan broj za svaku

4.1

184
185




Kako j =
koje y, + Yy = -2p° + 3pg s ViV = p‘%(p2 m-?)q), totraZena kvadratna

i Jednac“:ina_ima Obhk y’l_( yi 4 y2 )y+( yi yz) ={) s odnosn()’

- (=2p +3pg)y+ p*(p* ~34) = 0.

4132 Uputa: <x§.3+ X =1, Xy =1, xph %5°=7) —

S Znac? flesenja kvadratne jednaéine (jednadzbe)

é‘éi?ﬁa(}izil;f?;gem dlskr?xpingnte kvadz:at.ne Jednacine uivrdujemo da li su

diskeiminans € re{:a?na 111.msz§. U sluCaju kada su rjeSenja realna (kada je

f§3§ﬂnja-pozi:'tivf';ent?gd'twna) istrazgjemo zbir i proizvod rjeSenja. Ako je zbir

: zife?sé;ﬁja 'negativ;a;i . 10j, tadta e ba}rv}ecfnq rjesenje pozﬁ'ivap broj, -ako je zbir

ozt brad. oba 1((’)_1,X ba_r ;ednp TjeSenje je negativno. Ako je proizvod rieSenja

broi, tada ljeééﬁ' 3 1jesenja su istog znaka, sko je proizvod rjeienja negativan
d Nja umaju razlidite znakove.

a) D=b “Aac=16-4=12>0 = RjeSenja su realni brojevi.
X;‘%Xi;:fl >0 => Bar jedno rjefenje je pozitivno,
12 postiad XiX; —:-1 >{) . = Oba rjefenja imaju isti znak .
Jednja dva zakljuka. dalje, utvrdujemo da su oba rjedenja pozitivni brojevi.

b} Dm45>0 R )E{]+xzmﬂl<0 , X}Xz'—'ﬁw] }<0

L oo => Rjedenja jednatine.su realni
brojevi razlicitih znak. Jesenal 1

&) D360 1 ova. Negativne riefenje ima veéu apsolutnu vrijednost.
l‘azii(‘fi{;’_{ >ds )%|+X2:I\,5‘>O s XiXa=-3 5<0 => Rjefenia surealni brojevi
' predznaka. Pozitivine rjeSenje ima vedu apsolutnu vrijednost, -

) D= T i _
) D=13>0, x?+x2_§->0 PNiXa =< 0 =>  Rjefenja su reaini brojevi

razli¢itih zswakovi_a. p
4.134.2) D=550, x
razligitih predznaka

0zitivno rjeenje ima vedu apsolutnu vrijednost,
Ry =-1<0 KiXp= -} <0 =>  Rjelenja su realni brojevi
od kojih negativno rjesenje ima vecu apsoiutnu vrijednost,
b} D=6 ; ) - 1 1 e e .
) 4>? : XphXo = -“§<0 s X Xa= e <@ => Rjetenia jednadine su reaini

brojevi iitih 7 :
Qlevi raz | Znak . i . .
He) licitih znakova. Negativio felenje ima vecu apsolutnu vrijednost.

N 4 .
¢) D=0, ";‘+X2:§>0, X1X3ﬂ§>0 => Rjelenja su jednaki, realni , pozitivai

brojevi,
d) D=ln0 7 3
) D 150, Xptxy = 'Z< 0, X1X::£<0 => RjeSenja su realni brojevi

raziiéitih PRSI T . T .
15 Tzn;lxova. Negativno rjefenje ima veéu apsotutnu vrijednost,
14, CTr il . vy W v e - Ja - . . 3
Oe. a odcab_rfzt;-takvu Jedpa&inu &ijasje diskriminanta nenegativha; koja ima
pozitivan zbir { pozitivan proizvod rjeSenja. To-moZe biti slijedeéa
oy Jednadina: - 2x%.5x41=0
- négativa C‘}?‘Ju.bl;ﬁl ;Spunjem uvjeil: diskririnanta pozitivna, zbir tjedenja -
) 34 A PIOIJJVO I" w . . 4 - . s I . . "
5 s / jesenta pozitivan. - ] :
i ja p an. To moZe biti slijedeéa jednagdina:
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4.137. Uvjete ispunjava kvadratna jednacina &ija je diskriminanta pozitivna, koja
ima negativan zbir rjedenja i negativan proizvod rjefenja. Neka fo bude slijedeca
jednadina: 2x’+11x-2=0 .

4.6. Primjena kvadratnih jednadina (jednadzbi)

4.138. Neka je trazeni broj x. Tada se dati uvijeti mogu izraziti na slijedeéi nacin:

X Eosa o Fosa @ =324 & x=18v x=-18,
23 6

Postoje dva broja koji ispunjavaju postavijene uvjete. To s brojevi 18 1 -
18,
4.139. Trazeni broj je 60. :
4.140. Neka je traZeni broj x. Tada, koristeéi date uvjete, moZemo formirati
jednadZbu: (H2YH(x-5)=65 <
x+dx+d4x*-10x+25=65 & x%3x-18=0 & x=3 ili x=6.
4.141. Ako je x jedna cifra frazenog broja, tada vrijedi: x(8-x)=15, odakle
dobijamo x=3, odnosno x=5. Trazeni broj je 35 ili 53.
4.142. 23 4.143. 35
4.144. Ako je x cifra desetica traZenog broja, tada je cifra jedinica x-4, pa se moze
pisati:
x(x—4)- [x + (x - 4)]: 306 @ (Hx-4)(x-2)=153 & 11x°-26x-145=0 => x=5
Trazeni broj je 51.
4.145. Dva uzastopna prirodna broja mogu se napisati kao x 1t x+1, gdje je x ma
koji prirodan broj. Prema datim uvjetima mozemo formirati siijededu jednadizbu:
Qx1V = X" +x+17-312 @ xax-156=0 => x=12.
TraZent brojevisu 12 & 13, 4.346. 15 1 16
47, (205 (2x+2) =340 & x+x-42=0 => x=6 . Trazeni brojevi su 1271 14.

-

4.1
4.148. (2x-1Y+(2x+1Y =290 © 8x’-288=0 => x=6. Trazeni brojevisu 11 7 13
4.149. Trazeni brojevisu 7 1 8.

4350, (2x-2)" + (2x)7 + (2x+2)7 =200 <> x=t4. TraZeni brojevi su 6, 8, 10 ili

210, -8, -6 4151, (x+1)" - x* =1387 & x=21. TraZeni brojevisu 21 i 22.

152, Primijeni Pitagorinu teoremu, Svaku stranicu treba produZiti za x=5 .
133, Svaku stranicy treba produZiti za x=10 jedinica.
154. a=5, b=12 4.155. a=10, b=5

5

o (n—3)
2

4
4.
4. 4.156. a=12, b=3
4.1 =6n &t —1an=0=n=15.

TraZeni poligon je petnaesiougao. ' 4.158. n=5

4,159. Neka je x ivica kocke. Tada, prema usiove zadatka, vrijedi: KCe=(x-3Y+117.
Ova jednatina transformira se u kvadratnu x7-3x-10=0 &ije rjesenje x=5 daje
traZenu ivicu kocke. Smanjenje povrsine dobijamo na sijjedeci nacin:

AP = 6x76(x-3)" = 6(57 - 27) = 6(25-4) = 126,

4.160. Nekasu xiy stran‘ice'pravougaonikﬁ ABCD i P=3§ cmiipovrﬁina romba
FFGH. Nije tesko zakljuditi da je povriina pravougaonika dva puta veca od
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povriime romba, pa vitjedi xy=2P, odnosno , xy=72. Kako je dijagonala
pravougaonika d=2a (teorema o Siednjoj duz; trougla), to _]e
X +y"m 4a° odnosno
K42xy+y? = 4a +2xy @ (xby) = 2564144 < x+y~20

b G C

-Stranice pravougaomka st rjedenja
gednacme x* -20x+72=0, odnosng
x=1042+/7 1 y=10-2-/7 .

H
A 51.4.160.
E B .
4‘%1'*. C Trougao BCD je sli¢an ABEF, pa za njihove

stranice vrijedi :
CD:DB=FE . EB . odnosno,
x=ab: (a-b}, (x-visina, b -stranica kvadrata).
Iz datog ustova za povrSinu dobivamo
kvadrdmu_;c,dnacum
%’ 2d(n—l)x+d =0, Cije rjedenje-daje
traZenu visinu,
4167, - Pﬂ Zadatak ima I‘_[CS&EI_}C ako je n22. )
; UTATST => 24m= ¢ Tc+;(r+'?)rt =" 4+r-12=0 => =3, g=3.
ek ig © s> H=05.9 => H=d. 4363, 10 sati 15 sati
prva cijev napuni buzen za x sati, onda druga cijev puni isti bazen za

X+ sati. Zato se moze formirati slijedeca jednadina; Lol —1~ koja se
transformige u kv vorrs oS
adraton x*+2x-24= =0, odalde dobivamo x=4.
Dakle, prva cljev napuni bazen za 4, a druga za 12 sati.
165 Neka je x brzina drugog automobila. Tada je brzina prvog x+16. Kako za

Ul s, v . . N T L .-
Ea ir “lLIHE tibrzing v vr Ucdl 5=Vt 1o se dati uvjet moZe napisati na slijededi

SL4.161,

2
7 T H
116 3—: @3- 2% -5120=0  => x=64

Prvi automobii se kr etau brzinom od 80 km/h, a dragi 64 km/h

480 480
4.166. —— =2 e 4f £20r—4800=0 = x=60.

X x4+20
1000 1000
4167, ——=2 - ?—gnlo & 1 ~5x-500=0 = x=25n/s.

4,168,
) Ako sa x oznacdimo brzinu kretanja vode, tada na osnovu datih uvy,tcz
noZemo formirar; slijedecu jednacdinu:

495 408 R
- ': 50+ka5—0%_";‘—'&2 = xi+495x~—2300:{}.. - .
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Riefavanjem nastale kvadratne jednadine dobiiamo x=5. Brzina rijeke je 5
km/h.
4.169. Oznadimo sa x nepoznati otpor, T, ada vn;eda
2 2 . Lo Co
220,220 & Kox-110=0 =5 x=11.
X x -1 : . ) ;

Drugo rjeéenjejédnac“:ine ne odgovara prirodi zadatka, pa je pofetni otpor bio 11
o .
4.170. Ako sa x oznagimo podetni otpor tada vrijedi: -
: 2 , .
220 5y 220 =  x=50,
X LLoXED :
4.171. Prema datitn uvjetima je:

a——i’g”'“(‘t%fﬂ}"—f—:b > ap’ *20051P+£0_0~00(d-'}7):0

100 10G 1 100

. N
2 i N
= .p”mMa ]00[14-\/}“)
- 2a _ o

Specijalno, _

. b ) 1200 | 3) -
p”:wﬁ T = 1=100] 15 =22 1= 100) 1£ 2 |=100(1 £ 0.774596)

- a | L 2000 ) 5 ) .

Reéulﬁl p=22.5404%

4.7. Kvadratni trinom. Rastavijanje na linearne 'fak_t'c}re {Ciniocea)

4.172. Ako st x; 1. %, nule kvadratnog trinoma ax +bx-+¢, tada ovaj trinom
rastavljamo na faktore na slijedeéi nagin: ax’+bx-+e=a(x-X; {xrx2).

a) x-3x+2e=(x-1)(x-2) by x6x+5 = (x-1)x-5)
e) x-TxE6=(x-1)(%-6) dy x%-10x+9 = (x-1)(x-9)
4.173.2) X+ 105+9=(x+1)(x+9) b) x”wx 15 = (x-3)(%+5) _
€) X +2x+35=(x+5)(x-7) d) X +x+42 = -(X-THKH6) = {7~ K}(\<+6}

4.174.2) & +10c+3= a{m Iwm}_\mﬁ\&xﬂ
by o 25+ 14:{ ~6fx~19. o
¢ 2lexd =2 [Hm Jie- = xs3)e-)
@ 3x2+x—2::3[x----%)(x+i): (e - 2)x 1),

4.175.2) 2x%ax-a’ _(2x+a}(x ;a) b) x’-' 1x»i¥a7_—{x a){x: ay -
¢) 2a’x7+abx-b’ =(ax+b)(Zax-b) d) 2a’-Fabx+3bx (bx -a){3bx-2a).
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4.176:a) 4X;—gb;x+ab-a2 =(2x-a){(2x-b+2)
b) 2a’b +ab(2a-b)x-x* =-(x-a’b)(x+ah’)

¢) 2abx*H{2a%+2ab-3bY)x+22%3ab = (2ax+2a-3b)bx+a).
b) abx’(a’+b"x+ab=(bx-a)(ax-b)

4.177 a) >;2—ax-§a2:(x~.3a)(x+za)
c} a.'iabMZin =(a-2b)(a+b)
41754) m_z (@a-3a—3) a-3
! . a”—-9 (G“3)(a+3) a"§*3

4,179 2 _Sa’ =5 S(a-1a+1)_ Sla-1)

@t~ 4

mam2

b)

32+2§a+im(a+i)(a+l)_ a1
4.180.a) #_m(a—ZXa+2)_a—2
:a“+4}a+4 (a+2)(a+2)wa+2
41810 L7392 (@D~ _a-l

a*+da+4 a+?

a2~6a+9ma—-3

a* -9
10(x + 10}
x-10°

T a+3
x—2
20(x+ 2)

‘@’ ~3a-10 (a+(a~5  a-5

angamg (a+4)(a—.2)ma+4 b

41820y 24" =8a=90  2Aa—9)a+5)

3a* +364+105 3(a+5)0a—7)
b) X% + by 2h7 x b

2 : =

2 +9bx+14b>  x+7h

1183 3284
Zx+a

4184.q) 2¥_ 2012 2(x-3)
2 i G s
) 3"“'5‘::)6_"10‘ 3x—35 )
4185 X 2 4 w4 2x 1)

20 +3a~2 (2a-Da+2) 2a-—1

Ha+5)
Ha-T)
b) Zx-a
2d -~ X
500 -2x=3 x-—
b) X 12,\ 3:_\ 1
5x7 4 3x: X

(x+1)2 X+ ]

x;w; — g . J\‘” (x2 _ 1]

(x—1Xx+1)

x=i

Wy ETUH6x™ 13" X (x-17x+13)  Tx413

X”+3 -y - s
4186.) X1
3x -1
4.8,

X—a

xX-b

b)

Kvadra_trsa jednatina — razni zadaci

(x—])(xz +x—!—1)mx2 bxl

4187 N S
- . Nav apyni v . .. . o - .
edeni izrazi nisu definisani za one vrijednosti varijable x za koje trinom

t nazivaiku ima vrijednost nula.

El) X = —5, ?‘(:3 b)' x=4, x = -3/2

41882) 0 b) 2.3
4190.0) x=1 by Ne

b} Nema rjesenja
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© 4189,

9.

2

—xT.

c) x=-3, x=-5/3

4.191. Jednadina nema rjeSenial

. 5 ' b b
4.192.a) x, ZW‘é‘, Xy =2 b) X x“‘g', Xq ”—35, b0
342 P
4193.a) x, ==, x, =3, x4, :_miiwl by Ako svaki brojmk i svaki

nazivaik na lijevoj strani jednadine podijelimo sa x i uvedemo smjenu x ——=1,
. . X

dobivamo kvadratnu jednainu po t, a zatim i rjeSenja

9 14/101
R

X =—lxy =50, =

. 4.194.%a) Uvodenjem smjeng x* — x =t , data jednatina nastaje kvadratna po
nepoznatoj t. Rjelavanjem ove jednaline dobivamo t. Zamjenom dobivene
vrijednosti za t u relaciju kojom je uvedena smjena nastaje kvadratna jednadina (za

214101

svaku vrijednost od t jedna) po x. Rezultati: x =~T,x, =2, %34 = T

b) Desna strana jednagine, nakon kvadriranja binoma i sredivanja moze se
. . . . . 2, . o
napisati u-obliku 20x%-x+1)-1, pa se uvodenjem smjene X -x+1=t data jednalina

1413

svodi na kvadratnu. x; = =1, %, = 2, x5, = .

2
21954y Uputa: (v 2 —2(r=1)? +2=0 > {¢* ~2xf 207 ~2x+ D) +2=0.
Uvodeniem smjene: x? —2x =1 . data jednadina postaje kvadratna po t:
' =2t =0.Rezltat: x, =0, x, =2, x5, =1%4/3.

; 3 2 4 z
by Uputa: 4x° +12x+~]-.+-—7:47 o 4(.&'” 4'%}4—12(.\?%1)*47”—0
A R

X X \ X

& 4(.»: + i] + 12(.}: -émlf}? 55 =0. Uvodenjem smjene x+ L r, dobivamo
X X x

| ~114+/105

Xy =2 X,

27 - 4

4.196. Uputa: Ako je diskriminanta D=0, tada je kvadratni trinom potpuni kvadrat.
Rezultat: k=4,

kvadratnu jednacinu 40 +121-35=0. Rezultat: x, =

8
4.197.a) m=2 b)) m=2 c) m_:% d) m=2 e) m:-—ﬁ i m=4
4198 x,?‘ . le _xf-(l—i—x,)%—xf(tﬂ—xz)#x]2+x22+x13+x23_n
T 1 x I T+ x; (§+x;,_)(1+x,) Toh X, + Xy + X%,

_x +o 1 =220, + +xz)l(x, +x, ) —3x1.x2J
T+ 4oy +x,
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Y -
+ [{2] MEE} gmgﬁr—m 4-30 ~82 160

= 31 9 33 9J:9' 27, 271_ 16
ENE 3245 010 o
33 3 33

4-199-‘51.} Pod uvjetom da je x20, data jednaCina je ekvivalentna sa kvadratnom
}ffdvnac‘mom X+6x+8=0, Rjedenja ove jednadine su x=2 i x=-4. Ni jedno
Jesenje ne ispunjava postavljeni uviet.
'EN?RaJE{ S?da.’ x<0. Tada je data jednadina ekvivalentna sa jednadinom x*-6x+8=0
“ld su rjeSenja x=2 | x=4. Ni jedan od ovih brojeva ne ispunjava postavljeni uvijet
{(x<0). Dakle, data jednacina uopée neima riesenja. .
b) Neka je, prvo,xz3. Tada vrijedi:
Rickornir o XBr=ix3] @ xlbx40=x-3 0 x'Tx+12=0,
Jesenja posiiednje jednadine sux=3 i x=4. Oba broja zadovoljavaju postavijeni
UT\’J@f_ (x23) pa su rjeSenja posmatrane jednadine. )
Jzmimo, saéa,_ daje x<<3. Pod ovim uvjetom vrijede slijedede ekvivalencije:
3= x3] @ xlext0=lx3) © x Sxeb=0. T
Senja p.()sljfedlge\jednaéine sux=32 i x=3.Samo prvi broj zadovoljava
]%?S]'(tavij.ens uvjet (x<3), pa je x=2 rjeSenje posmatrane jednacine.
2 IeaJeduacmz} (‘x~3.)‘; X-3 | ima tri rjeSenja. Skup njenih rjefenja je {2, 3, 41
- ¢) Skup tjeSenja jednacine je {-2, 1},
-200.2) Akgje.;x'ﬂ?zo, odnosno, x*<1 ,odnosno - | sx&], tada vrijedi:

postiednt ot =] @ =l @ 0x=0 o D=,

« H : it UJé(fInac;nq ;gdovqi_;ava svaki realan broj, pa je rjesenje date jednag&ine
skup _s\-'lhjhruﬁ\‘a koji ispunjavaju postavljeni uvjet: -J<x=<|

Ake e "§’+I<O, odnosno, x™>1, odnosne x<-1 jlj xz=1, tada vrijedi:

g AT R i e e B I e B e
' vl?g?g;éidau od ovih brojeva ne ispunjava postavijeni uviet. to jednacina nema
4.-2(”}% Ljil. - R'ezu_ltat: TISXQ _ 53] Iixﬁ? . cy 1

: Fa) P_O.snmtra_]ma intervale na koje su nule izraza x-1 i x podijelile ska
fea[mh brojeva: (~eo, =10, -1, 0). {0, 13, [, + o0}, ’ i
Za xe(-o0, -1} vrijedi: *

Rje

2 2
Ni e [x]el @ ol @ Px220 = ximl xee2
i ] A v g . 5 b e 3 : 1 1 i e
Jedan od dabijenih brojeva ne pripada intervalu (-=, -1), pu u ovorm intervalu
hasa jednadina nema rjefenja. |

g? xel-1, 0 vrijedi: DO = I L @ i e @ xPx=0 = %=, xp=-1.
0y X=-1 je rjesenje date jednadine. :
Za X€[0, 1) vrijedis {x%1 =[x +1 @ P lomoxa] 6 xix=0 => xy=0, K=l
Broj x=0 je rieSenje date jednadine. o
Za xell, +20) vrijedi: ix2~] i e ;x f +1 @ x50 l=x+1 @ x4x-220 = Xy=-2, xa=1.

Broj x=1 je rjesenje date jednacine.
. Rezultat: Skup rjesenja date Jjednagine je: {-1,0, 1}
- b) iez_u!tat: Skup riesenja date jednacine je: 2<x<3, ¢) Rezultat: x<2 . x23;

192

b) '3?.._—2.'? O? ]- ) C)r.- 2';)3 _5‘: 9_1‘1“@

2 4

4.202.3) -4, %, 31_‘_[_{7: 117
. 2 2
4.203.a) Uputa: Jednalina se moze napisatiu obliku: L L
(xH4) (ASRADIET) =4 S5 (FH12x432)(x 3 1254+35)=0 .
Uvodenjem smierie %~ +12x+32=t, dobija se kvadratna jednagina t(t+3)=4., &ijim
rieSavanjemn dobivamo t=1, t=-4.- . B : .
Rjeiavanjem kvadratnih jednadina x*+12x+32=1 i x* +12x+32=-4 dobivamo

— 5439

2

Z

rjefenje polazne jednaéine. Rezultat: -6, ~6‘j:~]§. : 'b)-—;(), I3

© 4204 Uputa: Rjeéavanjemjednaéinc'dobivan'lo x,:m—l,_xzmlm%i. Koristedi date

uvjete da oba rjeenja jednadine pripadaju intervalu [-2,4) 'i_irzam(_): _
e -2Emelsd A-D<mel=a ' Rezultat; -1<m<3 .
4.205. Rjefavanjer sistema jednadina x> - (@+2)x + 6 =0 |
. T U X (ZarDx+10=0 D
dobivamo ftraZenu vrijednost za a. Oduzimaniem druge jednadine ad prve
dobivamo jednadinu  {a-1)x=4. Zamjenom vrijednosti za x (x=4/(a-1) }, u prvu
kvadrathu jednadinu i sredivanjem dobivamo kvadratnu jedpadinu poa:
a™='8a +15=0, &ijasurjefenja a=3, a=5. :
Dakle, za a=3 ili a=5 date kvadratne jednadine imaju zajednicko rjefenje:
Pronadt to rjesen)e! ‘ _
4.206. Iz datih uvjeta moZemo odrediti p=-(x;+x2) 1 = XXz, pa traZena
kvadratna jednacina ima oblik x*+px +q = 0. (. :
XiXa + XXy =0a4+2 300 Fxa)=0a+b Xp+Xo=2 (1)
XXz -2 Xy+x)H4=0 = 3x;amlZa = xyxe=da
Rezultat.: x7 -2(a+ | )x+4a=0. ' A S
4207, Prema Vieteovim formulama je; X,+X;=-p . %:X> = ¢ . Dalje vrijedi:
(Bp -16q=0) < 3x+x) -16x1x, =0 P 3(X 2K KK 16X X070
< 3)('}2*‘?6)(_])(3*?'3)(21‘]6}([?(2:0 < 3K12+3X32-7*]GX.§X320
& 3X]2—9X1X3+3K22“X1X3:O o 3X}(X_;-3X.fg) - ?{2()('}.‘3}(2_),.-
@ {X;“3X1)(3X‘]~"Xi):0 ’ b X]“BXQZOHI Xaedxg=0 .

4208. Prema Vieteovim formulama je x,+ x, ~a i x x, =a,odakle

zakljﬁéﬁjémo daje x, + x, = x,x,. Kako je (x1 - Xy )z > 0, to'dalje, stijedi:
x}z + xzz = 2x,x,, odnosno, xf +x22 > 2(x, + x, ).

4209, (a-1y>-2(2a%+5a+1)y+4a’+8a+5=0.

4,210, Diskriminanta kvadratne jednadine je D(m)=4(4-m). $a S(m) oznadimo

“zbir (sumu), a sa P(m) proizvod rjedenja, jednacine. Tada vrijedi:

o < 2lm—1) m-+3
Sim)=x, + x, r:——(,ﬂ—l'—, P(m):x,szm S
. T olm~-3 Tom~3




Svi zakljudei o prsrod; rjeSenja posmatrane kvadratne jednacine, ukl}ucujum i
njihove znake, prikazani su u slijedecoj tabeli:

ZakIJ uéak o rjedenjimax; i X,

m__{D(m) Plmy S(m)

10,25 b+ 44 |+ | RjeSenja su realni brojevii vrijedi : 0<x;<xz
-3 + ¢ + Xy =0 , X =3/2 L v
G510 KT RjeSenja su realni brojevii vrijedi-'i:x-1<0<x2,-|' P

' _ xt<l %
1 + ‘ 0 X1;2="-i\/3
I, 3) - |+ - - Rjefenja surealni brojevii vrijedi :xy<0<xy, |
tep xplo ] %l
(3.4, | 4+ |- 1RjeSenja su realnibrojevii vrijedi: 0<x1<x2 ‘
4 0 + + Xy5=3 - . -
(4, +oo} |- + o+ RjeSenja su konjugovano- komplekqm brojevi .

421t X tax’ rax-1=0 & (x-D|’+@+Dx+1]=0 Dabi
rjefenja jednadine bila realna diskriminanta kvadratne jednaéine '
Xt +la+Dx+1 = 0. mora biti nenegativna, tj. mora da vrijedi:

5.10. a) y-—x 7

5.8. X | -oe

0

o

y e

0

=
g

oo

5.9. Svaka posmatrana funkcua ima najmanju vrijednost za x=0, a najvece

vrijednosti nema.

b) y=2x"

3

c)d) Y:‘5)§%‘1

§=-0,5x"

3.12. Sve posmatrane funkcye imaju najvecu vrijednost za x=0, a nemaju
najmanju vrijednost ni za koju vrijednost varijable x.

Dz0 & {(a+1)?-420 & (a+D’24 & |e+iz2
@ a+l<2 v a+122 ® a<s3vazl o xel-eo3Ulres).
5. KVADRATNE FUNKCIJE:
31 f(0)=5, f(-1)=8, f(2)=11 5.2.a) c=f(M=5 b) c=-7 @) =10
530 a=-1,b=l, ¢=2 5.4. c=3 5.5, b=l c=-16
5.6.a) x=0 : :
b} X [ 3 0 A | | ©) X moo A0 A | oo
=ax’~ doo Y| 0 A +oo =ax— | +oo A0 N | ee
5._?’.21) b) y=2x ¢}, y35x] d) y=0.5x
\ Vi L |
| / V) y /
| '. ! \

5.18.a) x,,=%3
5.1 9.21) Yuax™ 1
5 293) Ymin:"’T

521.a) Zam<0, you=4; za >0, Yan=4 b} Za m<l, vpo=-3: 22 m>1, Yo -3

c) Za m#(,

Youin=144

b) X3 eQ;Zif:]r
b) )’:112.&45
b) y min=2

C) XI?2=i4
C) ymaxz'z
C) ymin:‘] 2
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522.2) y=2x b)) y=2x43 ¢) y=-2x>1

X o A0 A 4o

5.34.a) y=(x+2)°, T(-2,

5.35.3) y=(x-1Y+3

524 y (x ])

y=0c5Y, y=(x-7)"

y:-2x2 o A 0 N -eo

y=-2x"43 -0 71 3 N

“+-00

-

X =00 20 oo
y=-2x"-1 o0 A -1 o0
5.25. y=( X+7) y—(x+3) ?(x+4)2

0

by yR(x+3)5

b) Y03, TG, 0)

S A Y (1

5.26. Translacijom grafika funkcije y = x* za -mu prdvcu x-ose dobivamo grafik
funkcije y=(x+m)’

-

5.27.

5.36.2) y=2(x+3)"+4

9 y%(ﬁ+5_}?__, T(-5, 0).

b y=2(x2)%7

5290 TC3,0) by TR0
5.30.2) (==, 7) b} (o=, -1)
5.31.) (-o0; -1)

c) T(-1, 0y

o} (- 2)

b} (-ee, 5) cy (-11, +oo) -5:32.a) x=-5 by x=15 ¢) x=-41
533, MoZe se pisati: y= =x-12x+36=(x-6). Nula funkcije je x=6. -

196

5443') ym'm bt

545, a) ymm -6

Y 3 s 1815 35 SORN S A5 P 'l-!‘ !
WA N
5372) V= (x29 by y=i(x+5)2
el (19) Y
2' ‘.-) ", X

5.38.a) x=3, . %08
5.39.0a) x=-1, x=5/2

5.42.8) yo=8
5433) )_(miu:6

b) X]w_, X1-7
b} Xy—l/% Xv——D
5.40. Akoje dlsimmmdnm D=b"-4ac n\,ﬂLUd.U_VHc} tada kvadr atlm funkcua ima
realne nule.

a) D=36>0, furikcija ima realne
¢) D=48=0, funkcija ima realne
5.41.8) Yupu=45

nule,

47 b) y.l‘n;ujxx_'l?-f

) b) Ymin:?v
i—4 3

4a - 4a
C} . m_?s_lH 1_5_ .
ymm 16 -. 16 -

5.46.2) V=63

4 4

b) y:ﬁnxml 9

39
b) Y™ — 7

- = b) ¥ inin :——

b) y'runx:’"-g _: o

: €) Xy=eDne=-1
C) X}-—4 X3~7/5

nule. b) D=-204<0, funkcua nema reaimh nula.

C) ym'ix"—,)?’
&) 1'%
Yowax = 12
: C) Y!nin':']-6
145 :_}81_

&

) Y3
. C) . Ymaxz”'s:
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5.47. Koordinate tiemena T parabole date jednadinom y=ax’+bx+c, a#0 su:

T wiwg N odncsﬁo, T ——?—,—M .
C2a ba e Za 0 da

1 31 , (3 1 1 al
5 {-3.9) w3 o)

5.48. Kod ispitivanja toka kvadratne funkcxjc y = ax’+bx+c, a=0, bitrio se
raziikuju dva- sluaja i to:
1) Koeficijent kvadratnog &lana je pozitivan (a>0):
U ovom shutaju grafik funkcue je parabola koja j Je otvorom okrenuta
prema gore, konkavna parabola. Ako:je T(m. n) tieme parabole tada je u
intervalu;
(=02, m) funkcija opadajuca, a u intervalu (m, +e0) funkcija je rastuca,
2} Koeficijent kvadratnog ¢lana je negativan (a<0):
1u ovom slucaju grafik funkcije je parabola koja je sada otvorom okrenuta
prema dole, konveksna parabola. Ako je T(m, n) Yeme parabole, tadd je u
Intervalu: {~ec, nx) fm]kcga rastu¢a, a u intervalu (m, +o=) funkcija je
opadajuéa.
Cijeli tok datih kvadratnih funkeija predstavijen je u slijedecim tabelama.

o A 4 A qeo D) [x [e A T A g

X

N Foo N 4 A oo y j-ee A 36 W e

X oo A 2780 A oo ' ‘

y oo N -1369/160 A e

Vidimo da su intervali u kojima funkeija raste redom:
. o 27
a) (4, 4oo b} (=0, 1 ¢} {—, + oo

) ) RGOy, | ) {780 )

' ﬁ i ]
549.a) (3, 4ea) | b)Y (—, oo, oo, ——

_} (. ) )(4 +ee,) ) ( 3.}
5.50.a) (o0, -4) | b) (-1, -oo) c) (-eo, MT_E)
5.51.a) (-eo, — = b oo}, — e}

La) ( 4..) ) (+ 10.} c) (4 )

5.52. Trazene tatke imaju ordinatu nula, a apscisa je jednaka nuli i‘"unkcijé |
~ a) A6, 0), B(US,0) b AGOLBEO) o) A(—-— 0. (5,0

5.53.Tatkau kDJOj grafik kvadratne funkcue y=ax “+hx+e sijece y—osu je C(0, ¢).
-.a). C(0, 25) b) €0, -2) c) C(O 5

5.54. Za crtauje (SlelE‘anjE:) grafika kvadratne funkcije koriste se karakteristiéne
tatke i to: koordinale tjcmena, presjek grafika (parabole) sa y-osom i nule

- kvadratne funkeije (ako postoje). PaZljivim spajanjem navedenih tataka dobijamo

skicu glaﬁka ko;a moze pos]uzm za dalje prouCavanje osobina funl\cue
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a) y= x26x+8 = (x-3)%-1

F Y 8
y i
KT y3 x
3 \/
) A X
{3,-1)
2
) ” 1 119
5.55.a) y=2x2+5x+3: 2(x+%] m:; b) y=5x"+x-H= 5(?6*?0—) Y
) L)
: X
SI.5.55.

5.56. U zadatku 5.48. raspravijano je o toku kvadraine fun%(csje dea sa skica
grafika datih funkcija neposredno &itamo podatke i F(_)z miramo tabele:

at x| -ee A-5/4 A 4es hix]-ee A -1/10 A 4o x| 54 A 4oo
v T N -1/8 Ptes v [T N Z121/20 A y| Foo 71 B1/8N. too

5.57. Kvadraina funkcija y=ax’+bx-+c , a#(, moZe se napisati u obliku :

5Y D bY D
y = axitbx4c = g x b | =g | b | S
?aJ 4a 2a 4a*

sdje je D = b’4ac , diskriminanta kvadratne funkcije.
1z dobivenog izraza za kvadratnu funkciju vidimo shijedece:

1) Ako je diskriminanta D<0, to je izraz u srednjoj zagradi uvijek
pozitivan,pa znak funkcije zavisi od znaka koeficijenta a. U ovom sluéaju
funkcija ima isti znak kao a , zna¢i ako je a>0 i funkcija je pozitivna, a
kada je koeficijent a negativan tada je i funkcija negativna u cijeloj
domeni (skupu R).

2} Ako je diskriminanta D=0, tada je izraz u srednjoj zagradi nenegativan i

b . .. :
jednak je nuli samo za x=— P U ovom sluéaju funkcija ima znak
oL ' .- 2a _ - -
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" koeficijenta-a za sve vrijednosti varijable x osim za x=—— (kada je -

vrijednost funkcije jednaka nuli},

3) Ako je diskriminanta D>0, tada izraz u srednjoj zagradi moZe biti i
pozitivan i negativan. Radi dalje anahze, transformisimo taj izraz na
slifededi nadin:

Y=ax2+bx+c=2{x+£T_£: (H 5 )2_( ) {( } JEH }@]

=a(x+—£—7-f@~ x+£+m@—}ma(x X Mx—x,), gdje su x,lxanuie
: L Za 2a 2a  2a
funkcije y=ax“+bx+c, a20. Neka je X, < x,. Formirajmo slijedecu tabelu:
X it A X3 A X2 A T
X=X, - 0 + + +
X=Xy - - - 0 +
{303 X-Xa) + 0 - 0 +

[z tabele neposredno “Citamo™ da je u intervalu {x;, X2) izraz (X-x){x-x2) uwvijek
negativan, a van tog intervala je pozitivan, Ako, sada, posmatramo izraz
a(x-x)(x-x2} , uintervalu (x,, x2) znak ovog izraza je suprotan znaku koeficijenta
a. Znadi, ako je koeficijent a pozitivan tada je izraz a(x-x )(x-x») negativaﬂ. i
abrnuto.

Dakle, kada je diskriminanta D kvadratne funkeije pozitivna, tada funkeija ima

realpe i razhiéite nule x © s, (q<xa) ©ouintervalu (x,x2) funkeija imna znak
kaji je suprotun znaku koeficijenta a, a u intervalima (oo, x;) & (X, +<>05 znak
funkcije y = ax +bx+c, a#0 se podudara sa znakom koeficijenta kvadratnog ¢lana
a.
a) D=1>0, x;=1, %322, a=1>0. Funkcija je pozitivna u intervalima
(~e=, U2, +oo).
b} D=1620, x;=-3, xa=1, a=-1<0. Funkcija y:—x2~2x+3 je pozitivia u

intervaln (-3, 1}
. 2 < . . . 7 :
¢) Funkcija y=2x"+5x-7 je pozitivna u intervalima (oo, #5}0(1, e,

5.58, Data funkcija je negativna u intervalima: a) (-2, 5) b} (-ee, LIU(T, +o0)
) (o0, dYU(LE, #ee). S 5.593) y=xAxed = (x-2Y' 20
by D=-4<(, a=1>0. Funkcija je pozitivaa za svaku vrijed:nbs't:_'vz_t_ri_jable X
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cy Dw~7<0 aw~1<0 Funkcqa je neg&twna za svaku realnu: vn}ednast varijable x.
5.60. a) Koeﬁcgent kvadratnog c[ana je a=-1<0.7Za dlskrimmantu Vfijedi
“"4(m 20, :
Kvadratna tunkcua y=-x “:*2mx+2 uvgek ima reah’;e i razhute nule X1 Xz,
(x,<>(a) ' 4
Fuiikeija je negativna u'intervalima  {-eo, x,YU(x3, +=°). Funkcij:éa je pozitivnau
intervahn (X, X2). ' !

b) Koefi cuent kvadratnocr ¢lana je a=1>0. Diskriminanta funkcqe jer
D=4m’ i’?mufl(m Jm}w4m(mw3)
D>0 za m<0ili m>3; D<0 zaO<m<3; D=0 zam=0il m=3.
Za m=0, funkcija je pozitivna za svako realno x (x=¢0)-.i
Zam=01 x=0, {(x)=0,
Za =3, funkcija e pozitivna za sviako realno x (xatS)
Za m=3 i x=3, {(3)=0. -
- Za 0<m<3, funkcija je pozitivna za svako realnox.
Zam<0 ili m>3 za posmatranu funkciju v’ilJ(:‘dl
Uintervalima {-s9, x)U(x, + =) funkcija'je poziti Vlld
U itervalu (x;, xz) funkeija je negativna.
Za x=x, ili x=x, fubkciia ima vrijednost nula. (Ovdjesu x; i m nule kvadrytne
funkeije). i
¢} Za m=3, funkcija je pozitivna za svake x (x#2).
Za mx3, funkcija imarealne nule x4 & 1 vrijedi _
u intervalima (-es, x,)U(x2, + ==} funkcija je pozitivna.
g intervalu (x,, x2} funkecija je negativna, !
5.61. K\udmtm funkeija je negativna u cijeloj E:\C!_}OJ domeni onda kada ie
koeficijent kvadratnog &lana negativan i kada je njena diskriminanta negativia.
Znaéi mora biti: _ '
m-3<0 m<3 3 _
6-8m<Q - . & 8m=16 = 2 L e 2gm<d .
Funkcija je negativha u cuelo; SV0I0) domuu ako me (2, 3)
5.62. a»0, D<O == m>0.
5.63. T(- ,—-Z}; xy=-1, xamd 0 C0-4) 45,54, ymu-xg+9x~8

T(9l?_, 113/4)

x;—l =8, CO, -8)

of on 8§ x

T(3/2,-25/4) C(OJS)



5.65. Kvadratnw funkciju yx3x2-—4x+9 dovesti na oblik y= a(x+0t)2~é-§3, a zatim
odrediti: nule, ekstrem, imervale monotonosti znak i kogrdinate_ tiemena,

Co Sl :
y o= ’Sx“~4x+9 3ix —2-2~x+i—i +9 =3 x 2 +~%~3:.
3 9 9 3 3

Funkcija ne;na realnih nula. U mtervala (-=s, 3—} funkcija opada, a u intervalu

{g +e0} funkcija raste, Funkcija je pozitivna u cijeloj svojoj domeni (skupu

R).

Tieme ima koordmate T —i- 2;)

. : 2 '
3.66. yx44x2+x»'3_=-—4 x* —2-.}-xwi~—-1m--~}m —3 =4 x~1~—1— 47.
8 64 64 _ 8 16

5.67. y = x*Bxi3=-(ord 19, ... 568,y = 2x’+x-3 5.6, y= 3x%43x41
5.70. ax +bx+cw

; b (bY (Y b} b 7 bY bt —dac
Tal X R — | = o= B | e b O G K | e e
2a 2a 2a _ 2a da 2a )7 4da

| 2a¢" | 4a 2q da
b) Zaax0, e =270 a x:wi; za.a<0, Y= m 7a X = o
2a 2a _ 2a 2a
| 3 9 <
371 : 5.72. yw—z—x ——31—7}— : 573, k=23

374 Ako su (x v) koordinate tjemena pa.raboie tada vrued;
] 4k—4 k —1 1
X = — P =]——=1-x
k a ko k
Znadi, Uemcna skupa parabola pripadaju pravoj ¢ija JEJGdHﬁClH& x+y-1= 0.

5.75. TraZeni skup tadaka je parabola y= ——é-l
576% y= ’%(x—Z)*+6 30 Ax+4)+6 = 37 12x+18 y= 3x* 12x+18
ST77F y=-3x 18x~32 .

3. 78 Data parabola je y=2x"-6x+ 1= 2{ ———g] m-g. ajy= -Z(x—%) +g: 2% +6x-1

o2

5.79. Nekasua i b duZine stranica pravoucvaomka Tada je 2a+2b=8, odnosno;-
atb=4. | P=ab, P(a)—a(4 -a)=-a’+4a. Pt za a=2,

580, a=b=10, 5.81. Ako je osnovica a=12+/3
202

2 : 2 .
by y= 2(1 +%) *% = 2x2+6x+1 c) y=- 2()5 - —?i) - % = 42x2+6x~8

5.82. 16=8+8. (Suma kvadrata sabiraka broja 16 je najmanja ako su sabirei
jednaki). ' ' 5.83. 10=545

1 1
5.84. 2x+dy=1 & 2x=1-dy & x:—2—~2y = x2=Zﬂ2y+4yZ =

= x4y’ :5y2—2y+£.

- 1. T 2 .
Kako kvadratni trinom  5y* —2y+ " ima najmanju vrijednostza y = o3

ta vrijednost je

1

- s 2

—,t0je X +y =Z—.
] ¥ 5

by y=]

Si.5.86.

y=| xi—;4x+3 %

C) | . - }’2 i ~}(2+6X“‘3 ! : . :

H * R 2 : 4

3 3 o
-2 b= c=9/4
5.88. a=-2. b=", _

5.89.% Skup tjemena ie prava x=3.

5.90.% Uputa: Jzraziti koordinate tjemena u funkc;]x od k, a zatim eliminisati k.

Trazeni skup tadaka je parabola y=-x’+x-4 .
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m? —~16

SOy =— P Viin= 0 2@ =34,

5.92.% iz pravouglog AABC dobijamo y*=2x*2ax+a”. Najmanja vrijednost
varijable 2, paiy (jer je y>0) je ona za Koju kvadratni trinom 2x°-2ax+a’

ima najmanji vrijednost; x=a/2. '
To znadi da upisani kvadrat ima vrhove u,
sredi§tima stranica datog kvadrata, .~
. Stranica datog kvadrata je y=a( 2y
5.93 * Trazeni trougao je jednakokraki pravougli

lrougac. : C )

5.93 * TraZent trougao je jednakokraki pravough
A B trougao. .

V2

5.94.* Stranice pravougaonika su a=R2 i b:R‘—zw.

S1.5.92.

6. KVADRATNA NEJEDNACINA I SISTEMI KVADRATNIH
NEJEDNACINA

6.1a) xi=1, %=7 by Kp==-5, xowl ¢) x=-7,x=-3 d) 4,5
62.4) X +Ax+d=(x+2)"20 b) x+10x+25=(x+3)"20 -
¢) -x8x-16 = -(x-4)"<0. d) -20%-3)°<0
6.3.8) x43x>0 @ x{(x+3)>0 .
Prvi nafin: x(x+3)=0 < x>0 x<0 2 20 v ox<3.

_ x4+3>0 v o x43<
Rezultat: xe (oo, -30 (0, +eo). )
Drugi nadin: Zadatak mozemo rijeSitl pomocduy slijedece tabele (Vidi zadatak

5.57.0:
X -3 A 10
X - - 0
x+3 0 + -
X{x+3) 0 - 0

1z tabele se &ita znak izraza x(x+3). Vidime da je x(x+3)>0 u dva intervala i to:

(=02, -3) 1 (0, +29).

N e .. . p .. 2 .
T're¢i nadin: Skiciranjem grafika funkcije y=x"+3x , odredujemo znak kvadratone

funkcije, pa i tjedenje posmatrane nejednadine.
e o

Sa skice vidimo da je funkeija pozitivna u intervalima (~e=, -3) 1 {0, +ea), pa je
rjeSenje nejednadine x*+3x>0 skup svih realnih brojeva x za koje vrijedi
XE (w00, -3)U(0, 4oo). R . o

by --xe(-1, 0 c) x&{-0, MU(2, 4o0)  d} X (~o0, -THT(O, o),
6.4.2) xe(0, 5) b) xe& (s, DYU(1/4, +oo)

204

68.2) ~GEXS6

Q) xe (oo, -SI6YU(D, #22) D xe(40.

1T
G5.a) OQXS%* b) xe(-—w‘,--—;—é:ji-{,!{o,%—m)

c) xe -6, O] | dy xe (- o 2)UT0ee)
G6ay 0<€xs5 b) 0gx€4 ) o< XSD v'x2§ d) 0gx=g2
6.7:a) x<d & 2«<x<2 Cb) x<e-3 v ox33

by x£-4.A ;&_24

&) A3<x<3

S
<) A§—<'x"<'é: & = A
' 27772 : ST R
6.9.2) x*-5x+6<0 . <> (x-2)(x-3)<0. Dalje je ova nejednatina ekvivalentna sa
unijom dya sistema nejednadina.... = . - !
MoZemo koristiti | tabelarno rjeSavanje nejednadime.

© " Najefikasnije je skicirati grafik kvadrame funkeije Y=RT5XT6 i sa grafika. prqéit.até

kada je ta funkcija negativna: /

Rezultat: 2<x<3. by d<x<5 c) k&5 voxe3 Do) x<l v x>0
6.10.2) x€ (-eo, T)(T, +o0} b)) xe (oo, 3L, de)
) xe (-o0, -6]L[2, +o°) - d) xe[-3,8])
| 23 5 caly oxe-23) @ xe-E
6 1ha x@(—a,l) b -,\e(._, 3)_ < X. 5% | 5
l 6.12.8) X& {00, deo) by xed c) Xg{-oo, oo) P xeld

6.13.a) x€{3,5) by xe (oo, -2) (1], +o) ¢y xel@d
d) x je proizvoljan realan broj . .
6.14.2) MnoZenjem date nejednacive sa (x+4)7 x#-4, dobivamo _(x—3_}(x—_+4§}<_:(}~ .
© U Rezultar xe (-4, 3. by xeCL2y _
" ¢} Mho¥enjem ricjednadine sa (x5 x5, sredivanjemg nastaje-kvadratna
nejednadina  x-3x-40>0, odnosno, (x+5)(x-8)>0.
 Rezultat: xe{-ee, -5) W&, +oa). L o L
d)y MnoZenjem nejednadine sa (xT3), x#-5, i sred-ivar?_];em- doi’:)tjamp
nejednadinu 3xH22x+65>0. Diskriminanta ove nejedniiéme ie 11§gat1‘vF1a, a -
koeficijent kvadratnog ¢lana pozitivan, pa je trinom 3x“+22x+565 '.poztt:vnga
svaku realnu. vrijednost varijable x. Rezultat: X& (-es, + ). |
6.15.a) Kvadratni trinom X 4+2X+8 je pozitivan za.svaku_vrged__ng_st vamjable X
(Zééto?), pa je data nejednacina ekvivalenina sa nejednadinom x-2x-3>0,
Rezultat; X& (-0~ 1100(3, o) 1 L
b) Kvadaratni trinom u brojniku razlomka na lijevoj strant d’atfe ne;cve'dnacme
Hix+3 je pozitivan za svaku vrijednost varijable x, pa je data nejednacina.
ckvivalentna sa neiednadinom x2-5x4+6<0. Rezultat: x€ (2, 3). -
ey xed ) B T 2o dy-xeR
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6.16.a) Nejednacma & ekvivalentna sa X*-7x+12>0. Rezultat: xe (oo, 3) (4, +oo).
b) Nejudnacma je ekvivalentna sa x*+7x+10<0. Rezultat: xe (-5, -2).

c) x<5 v.éz_x>6 _ _ dy ——;—<x<1

6.17.2) x-1<0 Ax24<0 @ X<l Ax’<d @ -1<x<] A-2<x<2 & -lex-l.
b x>9 ~ xE16<0 . @ (k<3 v x>3) A dax<d © daxe3 v 3<xzd |
¢) Sistem mioZemo efikasno rijediti primjenom tabele:

6.25.8) Xe (=3, 202, D4, +0)

X = -1 0 1 +oo
X . - - - 0 o +
x-1 ' - L 0 . +
X x=x(%-1) + | 0.] 0 +
x+1 + + e +
KEREK(XETY - 5
0

R]csen_]e sxstema
x2-x<0 A x +x>0

JIztabele vidimo da je riefenje sistema inter va] {0, 1).

6.18.2) Z«<x<3 & by x<-7 v x>] ¢} Nema rjefenja. .
6.19.a) Nemarjéﬁenja. _ by G<x<4 c)—1<x<-—;—v 0<x<~f];.
6.20.a) x&(6, 9} : b) xe (-4, -2p(4, %)

B ¢ —1 : )
6.21.a) xz > >f0 & m = 0. For.nmay"no'lz.ibelu iz koje écm_q
odrediti ijefﬁenia::' :

X - -2 2
2 T T - - - o -
X+2 L - 0 + + + + +

G2+ L+ D - - - 0 +

%=1 T - - 0. + + +

Nite
) def. o i
" Rezuliat: xe (-2, })LJ (2, pes)i
b)) XE (oo, -4.)u (-3,-2) o x >.:§ d) -§~<x<2, 2<x<rbes .

6.22.4) xe{~4 1) b) xe (-2, -1 (0, +°°)

' c) X _]e prmzvol}an 1ealan bk’[)_} d) XKE (~oo, - 100, -~ )u{l +c>o)

6.23.a) x€(3,5) b)) x& (-eo, IRA(2, SNU(7, 4ee)
c) Nema rjefenja d) Proizvoljno realno x osim 1.
" e R : +m

X+3
X-5
X+2
X+3HX-5Mx+2) | : i 0
Rezultat: xe (~oo -3)u( 2,5} by xe (-8, Ir(2,
¢} X&(-o0, -330(-11, 3P (5, +eo)

6.24.2)

"
A
+
Y
4)

B) xe (-0, -THH-T, -43(1, 3)

6.26.a) Funkcija je definirana za one vrijednosti varijable x za koju je radikant
nenegativan: x” - 812 0 <> x<-9, x=9. Dornena funkcije je skup {x|(x<-9) v (x=9)1,

b) Domena funkcije je skup svih realnih brojeva R. c) ~[=x <1
6.27.a) xgg,xkl by x=1 c)m%stz
x—1 - x=-1 -
628a)w-m——>'0 & — 20 = —l<x<£lx>2.
X —x—2 {(x+1Dx-2)
b) -3=x<-1, -lax<too ¢} Domena je skup R\ 1, 11}
]
6.29.2) m=-1,m=—— b m<—§,m>A~E;}~ c) —1<m<——5—.
3 3 3
6.30.a) m :;, m=3 b} :j—< m<S5 c) m<;,_m>5.
6.31. ax2, 6.32. m= (-4, -3]. 6.33. me (0, 4). 6.34. m=2
635, 34242 <m<0 ‘
o2 2 4 4 2 —2y 3
636. Do 50 o X f’\f«~>2 & ( oz 2 ; SENEND R
X, xy” XXy Xy A,
i(xi +x2)3 - 2%, X j 2x,x, )" 59
(x, xﬂ)

Kako ie, prema Vieteovim formulama, x,+x:=-2m | xx;=4 , dalje vrijedi:

[w?)ﬂ w2~4]:-2-4’ 4" —8[ —32 2
( : - »>2 e [ ’ }_ —>2 & (m -—7} 7>2 (171.2—2)'>4
4 16

@ omt-2<-2vm —2>2 © >4 © m<-2vm>2
6.37. Kvadratni trinom  ax’+bx+c je pozitivan za svako realno x ako je
koefictjent a pozitivan i di_skriminzmta D=b"-4ac negativna. Rezultat: 2,
6.38. Kvadratni trinom  ax™+bx+c je negativan za svako realno x ako je
koeficijent a negativan i dlsknmmanta D=b" —t%ac negatwna Rezultat:

32

FHE S e |
4
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6394) 2<m<4 by l<m<9
6.40.* PoSto za brojnik razlomka vrijedi: x Z4x+550 (jer j je diskriminanta
trinoma D= -4, negativna, a koeficijent kvadratnog &lana a=1 pozitivan), to je
funkeija f(x) pozmvna za svako realno x onda kada je nazivnik pozitivan za svako
x.Tztaz  (m+Dx>3mx+m+8 e pozitivan za svako x ako su ispunjena dva uvieta
ito:
1} ako je koeficijent kvadratnog élana, m+1 , pozitivan i

2) ako je diskriminanta trinoma, D=9m’ —4(m+l)(m+8) negativaa.

Prvi uvijet je ispunjen za m>-1. Izvriavanjem operacija u drugom uvjetu dobijamo:

- L . 4 . .
D=5m’-36m-32. Kvadratni trinom 5m’-36m-32 ima nule m:——s— 1 m=8 1
negativan je za sve vrijednosti varijable m koja zadovoljava uvjete - 3 <m<8.
Sada vidimo da su oba uvjeta ispunjena za — < <m<8. Funkcija {(x) je pozitivna

4 ]
za svako realno x, ako parametar m zadovoljava uvjete — ~5—<m<8. 6.41. m<——

6.42.ay Neka j Je x20. Tada je Pxl=x, pa je data nejednacina ekvivalentna
_ sitgedecnn ox-6 >0 & {(x-3)(x+2)>0  => x<-2, x>3 . Postavijem uvjet
ispunjava samo x>3.
Uzmimo sada da je x<0, U ovom sluéaju je Ix | =x pa je data nejednading
ekvivalenta nqedﬂacml X +x-6 >0. Ovu nejednacinu zadov soljavaju brojevi x<-3

X>2. PUSth]_]t‘:ni uvjet ispunjava samoe x<-3. Rezultat: x<-3, x>3.
—1—J17 : 5445
by - <x<], l<x<2 o)y x<2, X:.:mm;__
12 - T3 : -
117 13 .
6.43.8) < xa il b) ~2-+/6 < x<—2=+2, ~2+42 <x<-2+4/6

2
¢} x<2-+/5 x>")+\/'

! I
6.44.0) x<-3, =l hy xe&d c) x<fr;; v 'x>—2—.

6.45.% Kvadratmi trinom pod korijenom mora biti nenegativan za svaku vrijednost
varijable x. Rezultat: m=1 .
G.46.a) Akoje a< e tada je svaki realan broj riefenje jednacine, (x&'R). Ako
je
I . T
a= T tada je xe R\]- 2}
]—-\f{—%dla T++i+da
< x< ]

Za. . : 2a

. 1
Ako je a>~—Zj tada e

T SRy
b) ‘Ako je |a] > v/24 , tada je «/?24<_x< a+na?—24

_ 4 |
" ako je [a[ <+/24 , tada nejednacina nema rjeéen}a

c) Akoje a<l tadaje x<l-vl-a i x>1+4l —a:
~ Akojea=1, tadaje x prmzvoijan realan broj razhcit od broja 1
d) Akoje a>0 tada je x) < x <X;, ako je. .:1<—20 tada je
X < min(x;, xo) il x> max{xy, X2
Ako je -20 < a £ 0, tada je x proizvoljan realan broj, ako je a=-20, x je tada
proizvoljan broj osim —0,5. Ovdje su x; i x, nule kvadratnog trinoma ax*+ax-5.

6.47* U ovom zadatky treba ispitati prlrodu rjeSenja kvadratne jedpacine u
zavisnosti od vujednostl parametra koji se u njoj pojavljuje.

a) Sa D(m) oznadimo diskriminantu, sa P(m) proizvod 1‘_]6'::61’1_}3 i sa A{m) zbir
l‘_](:‘S@TUa date jednaéine. Tada vrijedi: Dim)= 4(36 -Om) . P{md=m 2191136, Z{m)=2m.
Znaci {zraza D{m), P(m) i Z(m) kao i priroda rjedenja kvadratne jednadine cicm s

u slijedecof tabeli:
m Dim).Plm) Z(m) | Prirodariefenia x, 1 X»
cree, -12) + i -+ - | Rjefenja su realui broyew tox<xa<0
-12 + -0 - X3 —-74 Xa.=0 .
=12, ) -t - 1. lrieSenia su.realnai x|<0<x7 x> xg]
0 -+ - 0 Xy, q—+6
(0. 3) + - + | Riedenja su I'Ccllﬂrl] x|<0<)n X <1 x|
2 . -+ 0 + Xy --0 X3 =
RER + + + | Rijefenia su realna i O<x1<xq
4 0 - + Xy =X, =4
(4, +o0) - + + 1 .Rje¥enja su konpugovanorkompleksni
brojevi.

) xE2K-3)x(5k-1 D=0 => DOIO=4(k+1)(k-2), POO=11-5K, Z(k)=2(k-3).

k (kY | Py 320k | Prireda rieSenja x; 1 X,
(~eo, -1} o + - Rjefenia su realnt brojevi | xy< X, <6
-1 0 + - Xy = 4 K‘) = g &
-1, 2 - + - | RjeSenja su konjucrovanmkomp]eksm
hrojevi. -
2 0 + ] - Xia= -1
[7 in) + 1+ !
i - | Rijefenja surealnai x; <x,< 0.
11 : - B S
5 + 0 ) 11 =1{), xlzw-sw.
T - — . ! ‘
( 57 j + - - RjeSenja su realna i x120<x2,ﬁx1 ]l
-3 |- 0 | x=52
(3, 4o0} + - + | Rj@béﬁ]ﬂ su 1edlna1 X< O <X, Ky ]< %ol
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c) i<k <-g~. %, X, sukonjugiranc-kompleksni brojevi.

kst k >«§m X%, su realni brojevi, . 6.48. —T<k<]

6.49.* Uputa: Oznagiti vrijednost funkc:je, recimo sa m, formirati kvadratnu
jednaginu u zavisnosti od parametra m i odrediti one vrijedniosti parametra m za
koje kvadratna Jedndcma ima realna rje3enja. Skup tih vrijedniosti je kodomena

funkcsje : |
a) {xi 0gx<2} by {I_lgﬁg_} " H18~]29«/55x518+129«f33}

6.50*a) Neka bE‘OJ o pnpada intervalu (x, x,). Tada brojevi a i f(cx) uvijek
imaju suprotne predznake pa vn;edx a-f(o<0.
. Nekaje: af(o:)<0 ‘Ako bi jednadina lmaiajednaiqa rjiefenja x; = X . tada bi

s b
brojevi a i flo) ;imah istt znak za sve VI’I}EC[HOSU od o (osim o= — Py ¥, pa dati

uslov ne bi bio ispunjen. Znadi rjefenjax; i xp su razlidita.
Ako bitjefenja jednadine bifa konjugirano-kompleksna tada bi brojevia i
f(ex) uvijek imali isti znak, pa dati uslov ne bi bio ispunjen. .
Ostaole)edlm moguci sliigay da rJesanJa_;ednacme budu realnt i razhiditi
brojevi, Sto je i tlebalo dokazati.
6.5 a) Mora bititi ‘Aspunjen uvjet (m+4)‘r(3)<0 oadnosno (m+4)3m-i1)>0.
Rezultat, s m<-4 v m>11 b) O<m<4
6.52.a) Oba rjeqenjajednacme x*-2(m+1)x-4m-7=0 biée veca od -3 ako su

.-ispunjeni?slijedeéi uvjeti: D20, af(-3)>0, -—,—j—— > -3, odnosno,
: a

4m 1) £4Em+ T 20 mE-4 v mz-2
9+ 6(mi+1)—dm~7>0F m > 4 & mz-2.
1 >3 ' m > i
by w7 o ZIEVi7 10
8 8 13
. 312
6.53. m<-3 Vonss . 654 me Y

7. NEKE JEDNA&INE VISEG REDA.

7.1, -Bikvadrau{ﬁ j'ednaéina (jednad¥ha)

7.1.a) x* 16xw0 ¢i> x(x }6)»~0 C:’z‘xu(}vx 16—-0 = x,v—O Xyg=d -

) b) }\]'\——-O X3 4 =K C) X}'}-—O Xq_‘-—-"}'ﬁ]! ’ d) X]')——O X‘44--+81 '
T2.a) x52 =0, X33 =551 by o= Xaa=£12 ) x0=0, xz4==F15
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d) Xy, 2—0 X34"‘+131
3.a) Smjem}m x=t => x*=* data bikvadratna jednagina postaje kvadratna po
van%abht 131436 G ¢ija su rjeSenja t1m4 2 »~9

">X""E “>:\"’4 _>X]2-—+2 ”"t ——>X"’*t7_ "——-">X—~9 E>X3’4:i3.
b) Xp= 43, X3 4= +28 c) X},z—"’"i Xsg=E2 ) xpp=l xaa= 4
743) Xin= 'i"_S, X34= +35 b) Xy 16, Xygqm + C) X1a2= iS, X3,4=j:i
d) Xin=48; xaa=H
i 1 1 .
7.5.2) x,_zzig,x3,4=i§ b) xm::i—z—!xm:-_ﬁ\/g

1 NG

2
C} X|,2Zj:—§,?(3,4=i“ d) X]a-—-"“3 XQ.;—“I"'—"”"

b)Y Xya=13 VS—?—Q 6, X3<—~‘}“'\15 2
243
3

%]

763) Xiz= iZ, K345 o |

C) Xi,?,:im9x3.4:ii d) X]‘lﬂij\/—i,xiaf:—‘ii

i i
7721) X i—-?:—,Xgl;mi-g b) X}‘)A‘lﬂ; Xz4—-...§
C) Xi2= &2, Xia= +51 d} X12= izi, Xa4= 31
b .
7'8-3) XLEZ——% ,X.s.4:i5 b} xiz=E~a, X3,4$i‘\./5 C) Xja=3m, Xag=
+4 '
794’1) x;_gzim. Xza== +3 b) Xya2= +m s Kz +2 C) X]_']:il s K3a= f}:az
7.108) xys=Etva+h , xay=%a—b b)Y x),=22+m  Xas=F34m

¢) xpp=* (a+b),Xas= T {(a-b)
Hia) xys=+1, xas= 15
7.12.8) % =-3, xa=-2, x:=0, x4=1
Y xp=-2, X2=0, xa=1, x4=3
7.13.*a) Uputa: Uvoc’lenjem smjene x’-5x=t, data jednadina se transformise u
kvadratnugednaomu po t 1 -321-144=0 Gija su rjefenja =36 i t:=-4,

H“h/—

b) xi2= 22, xas= £i42
b) x1=0, X5=2, x5=4, }(_4::6

Rezultat: xy;=-4, x=1, xz=4, x=9 . by -2, 1,
7.14.3) Ako uvedemo smijenu x*=t dobidemo t,=4 i =49 Trazeua bikvadratna
Jednacma et x -53%74+196=0. by x*3x"+2=0 ) x*+16xf-225:0
7.15.2) x“12x%64=0 b) X +10x°49=0  ¢) x*+10x*+169=0

7.16.a) Uvodenjem smjene x'=t, data jednacina se transformide u kvadratnu po
nepoznatoj t t>-5t-36=0. Rjelenja ove jednadine su =9 i t=-4. [z x7=9
dobijamo x; = ~~1- . tzzl dzxF=-4 dobljamo xa= »-i—, x4z—z—,
3 3 2 2

i [ .
C) Xy= -, Xp== o, Xa=-1, Ma=i

i L
3 4 7 4

I i
b) Xy oo Xy, Xa oo, Xy =

1
2 »

211



7.17.a) Uvesti smjenu x=t*. Rezultat: x;=1, x;=16. b) x=9" <6561 ¢) x;=-8,

Lo . ) ..

7.18.3) xio=+1, x34=+1,5i1v2  b) Transformacijom jednadine.dobivamo
x%7x%=0, odakle, s obzirom da je x#0, dobivamo x=" +ﬁ.

7.19. Transformacijom i izraza dobwamo bikvadramu jednacinu
sx*.3¢24’ +1)x +a’(a*+3)=0.

S
Rezuhtat:  x, :i]a], X 4 mi\/a 5+3
7 5 ; B T
. o [l o, [l
R TR B B

XXX, = :\}-—P_\fpl‘"‘i‘] Fpif\/}} ““461\ Jgpxjpz?ﬁfq: | \!__p+\r“‘”“§ _4{; _

2

IV J
_Jme- p%@q,mw@%‘*q -.J“Pwpz—%fﬁ*\/p“% _
2 2.

v 2

> (% oY '
]}(ﬂ)}*m(wlp"—f*q] e (\/17 441) Ty L e Iy

i 4 | — I I B o =g
7.21. Dokaz provodimo ko u pr ethodnom zadatku.
7.22. x*29x7+100=0 :
7.23. Iz date nejednadine dobije se:
- /%f:?-r9+\hi71 +12m+ 4 /t%m+7 Sm -rl7m+4 .
X 3 = 3
Iz datog uvjeta x,=3x:, dobivamo k»adlatmljedndcml.l 1901 ~i08m 36=0,
{ija su rjedenja 'm=6f m m——fm.

7.24.F Zamjenom varijable x=y+m u datu jednadinu i sredivanjem dobijamo
jednadinu i
ay”+{4am+b)y1’+{(am7+3bm+c,}y7+(4am“+3bmﬁ%m—e-d)y-i—(am'+bm +chi*+dh+e)=0
[z prethodne jednacine vidimo da ona posta ?]e btkvacﬁrama po varijabli y pod
uvjetima:. (am+b=0) A (dam-+3bm +2cm+d=0).

7.25%* Zam_;enom vrijednosti za x i sredivanjem dobijamo bikvadratnu jednadinu

- N
):4+6a b\ y2+ S bi —izO.
. 2 J 2 ) 2

7.26%8) xp=1, xo=], X0 = 12206 b) Xy = -5, X3 =3, X34 = -4ki /T

c) x=2, =0, X34 = -1£51
- 7.27% Primjenom Vieteovih formula za kv adratnu Jednac:nu i koslstcmem datoﬁ_.
uvjeta dobivamo jednadinu (m-r"1) + 6(m+1)* =7 =0 &ija su gjesenja m=0, m=-2.
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7.28.* a) Uputa: MnoZenjem jednadine sa na_;man_;tm za}edmcklm sadrZiocem
nazivnika i sredwanjem dobwamo .

10x% +4 x=x{x" -3x% +10x- 6= @ x(x 3x -10)=0
odakle neposredno zakijudujemo da jex=0 jedno rjesenje jednacme, a preostala
rjefenja dobxvamo rjeSavanjem bikvadratne jednagine x* -3x 210==0.

Rezuitat O + 5 ,ii'\/_‘ . b)ixi‘g—-il, X34™= +4 .
7.2.  Binomne jednadine (jednadzbe)

7.29.2)  Jednaline oblika ax"+b=0 obiéno se nazivaju binomné jednatine.

Postupak rjefavanja ovih jednadina svodi se na rastavljanje lijeve istrane na

faktore, pa se jednadina raspada na vise njih sa manjim stepenom. _
~1%iaf3
B

x’:;zo S (x-DxPex+ D=0 S (x-1=0 v x+x+1=0) _IX1=1,X2‘3ﬁ ,

Ii"iw/g

by xy =1, Xy q =

Q) x-8=0 @ x'2'=0 & (D H2xH)=0 D (x-2=0 v X +2x-+4=0)

: 32343
@ X2 ks =-THA3 L d) x =23, xz._«,=“““§35“-£

7.30.2) x-64=00x 4720 @ (x-4)(x +4>\+16)—0 .
_ @ (x40 v XHAXH1620) 7 xi=d xo 5= 24213
by wy =4, x,, =23 23 ¢) 27x78=0 S (3x)2=0 <

) ' . ek : C1mia3
@ Gx-2HIX +bx+4)=0 &y, =, 1, :_]:_t_[i dy x .mflw Xpp = LEivd
3T 3 o 3 ’ 6
730a) 8x-125=0 (’7x) -5%=0 o (_2x7_§}(4x +10%4235) =0
@ 2x-5 =0V 4x7H]0x+25 = 0 3
. _ e 3433
Rezultat: &, mg—,- x g:M b} ; x_?}—?)—i——\[:—
20 4 g
- £7i3 ~343iy/3
) x]:mza Xaqm’?—‘h‘\l?} 4 x 3T .-3h6
_ 4 5 0 10 : S50 .5
732d) Xy==-2a, Xi 3= a(} + I\/E) by =x= % ngZ%(ﬂ 1+ 1'\/§)
3 9:‘ CQay .
C) Xy “f“ ngm"“““*( 1“‘}“1‘\/—_) : Ci} Xi“wz'"'";,xlgﬂz—(lil.\/g).

7. 33, a) x—64*~0 & (x')
<> xw4 0vx+4x+16 0

= x, =E2 Ky, =iy 2+ 2083, kg =y 2- 2043

&= (x —4)(3( +4x7 +§6) =



R 1413 —id3
S
C). X].zx.i%., Xzq=F 2—1-'-:.\/5 s X3 =t M

: 3 3

YT, xﬁ:ﬁ i Ae gy P,

4 2 T4 5

d) Ky g i“‘“, X345
4

734.8) Vl=x @ K'=1 ¢ x-120 & (- 1)CHx+1)=0 € x=1 v xzmli;\/g_
%3) X = 2,x12 ;-~1-ii\/§ | ' - c) x1=3, Xg mﬁ§£ .
O x4, =202

7.35a) x= _3,&33:33%?3@ b) xy= -4, xas=2F 2043

&) xi= -6, xa5=3(1 £ iv/3) &) x=-5, xg._x:%@ +i43)

7.3, Neke jednadine treceg stepena

7.36.a) RjeSenje je x=1,a ostali brojevi nisu. by Rjedenje jé Xx=-1.
' 7%75‘) RJES?“JCE x=1. - b} Rjefenje je x =-1.
7.38.a) x=3 jeste rjefenje. b) Rjelenje jex =2

7.39.a) Koristeti teoremu: Ako jednading a,x” + ap X" +...+ 2X° + @)X + 20 ima
C.jﬁl.iﬁ)blw'q]‘ilo rjeSenje, tada je slobodni lan a,  djeljiv sa tim riefenjem,
Zfik]JHClJJCIT!O da data jednacina moze imati samo dva cjelobrojna rjefenja i to %1,
g\fepogl_'ednom provjerom utyrdujemo da ni jedan od ovih brojeva nije riefenje
Jednacine. Znadi jednacina x*+5x+2x+1=0 nema cjelobrojnih rjefenja. ‘
b} Treba provjeriti da 1i je neki od brojeva =1, &5 rjeSenje date jednacine.
N?pos'tl'edn‘zm uvrdtavanjem ovih brojeva u jednaginu uvjeravamo se da ni jedan od
njih nije njeno rjesenje. o -

¢) U ovom zadatku treba provieriti da li je neki od brojeva 1, +2, +4 riefenje
Jedhatine. { -

Nalon toga se uvjeravamo da ni jedan od cijelih brojeva nije rjetenie jednadine.
7.'49'&_) Neposmdlgom provjerom zakljuSujemo da ni jedan od brojeva *1 nije
rjiedenje Je‘dnaéine,_. pa ona nema cjelobrojnih rjefenja. .

b) Ni jedan od brojeva £1, 22 nije rjefenje jednadine.

- ©) Nijedan od brojeva +1, 3 nije rjesenje jednaine.
7.41. Koriste¢i Bezoutvu' teoremu: Ako je o nula polinoma f(x)= apx" + a, ;x""
Foot X" + ax +ag, tada je polinom f(x) dieljiv binomom x-o jednatina treeg

“pena se moZe zamijeniti sa dvije jednatine od kojil je jedna linearna, a druga

Etiene Bezout (E?30-;} 783}, je poznaii francuski matematidar
214 '

kvadratna. Rje3enje linearne jednadine je upravo dati broj, a preostala dva rjelenja
kubne jednadine dobiju se ?e§avanjem kvadratne jednacine.
a) (X-3x42=0):(x- D= x4x-2 = % 0-3x+2=(x-1{x"4x-2) => x’-3x+2=0
& (x=1=0) v (XP4x-2=0) => Xp=1, X3 = -2.
b} (C+5x+18): (x+2)e= x=2x49 5 x*2x+9=0 = xu:'iiZi«/—Z_ .
) (C+2x%3%-10) (x-2)= xX+4%45 § KoHdx+5=0  => Xp3= -2 .
—5+iy 20
e ER b) xz3=-1E4T &) xpp= VR ?‘; A
7.43.2) Drugo rjefenje jednadine je xz=-1-2i. Polinom x-x"-x-15 je djeljiv sa
(X=X )(X-Xq) = xz—(x1+x2)x 4 XiXy = X H2XES.
(-xx-15 = 0): (CH2x+5) = x-3 1 x3=3.
b) Xo= 2+, Xa=2 :

7423) K==

C) Ko 2—3i, Xz= 5.

7.44. Uvr$tavanjem datog rjeSenja u jednadinu dobivamo jednainu po nepoznatoj
m. RjeSenjem te jednadine odredujemo m. Uvritavanjem dobivene vrijednosti za m
u datu jednatinu, koristeci dato rjeSenje, odredujemo preostala dva rjefenja (kao v

prethodnom zadatku).
a) -m+2+1-2=0 & om=1 & m=l
P +2x%x-2=0 & -2+ D=0 =2 Xo=-2, Xa=].
b) -230+25m-65+15=0 & 25m=300 “ m=12.

- ; TN
200+ 12X7 4+ 13k 15=0 &> (2X72x+3)(x+5)=0 => x3_3m—l—£—‘—/—§—

¢) m=1, Xp=-1, Ka=i d) me=-21 ), Xa=-3, xa=1

7.452) x-7x-9x+63=0 & TxH9x-TI=0 @ xF(-T)-9(x-T)=0
& (xTHX-P)=0 @ (TR0 6> x=3, xy=3, xy=T.
b) 6x*+2%°-25x-50=0 & (-HFESHXAD=0 @ 1745, x0=-2, Ka=5.
¢) X 2x7-13x+10=0 & (X450 +8x-10)=0

> x(x4+4%-5)2(x +4x-5)=0 (X2 HAX-5)=0
[ x=-3, x,=1, xz=2.
d) X 17x-15=0 ¢ (A3 "+20x+15)=0 @ . &

& oxy=-3, e=-l k=5
7.46.a) Yedno rjefenje jednadine je x,=1 (nalazimo ga medu faktorima broja 4)

]ii\/l_g __msm%iﬁ c) xp=1, xljzh]ﬁﬁ .

Kyaw——. b) xp=2, Xy 5=
1+i39
10

2
34723

d) Xy=-2, Xz‘g,:—-h’)‘“‘"" e) Xy=-2, ng_ﬁzti f) X]:“l, Xa=1, Xz4=
7.47.a) Jednatinu éemo rijediti odredivanjem, prvo, jednog njenog rjefenja, a
zatim ¢emo pronadi kvadratnu jednadinu Cija su rjeenja preostala dva rjeSenja
date kubne jednadine. : ]
Cjelobrojna rjgSenja traZimo medu djeliteljima slobodnog Elana: &1, £3,
Neposrecinom’ provierom uvjeravamo se da je x =-1 rjeSenje jednadine

3x 2524 2x43=0.
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Po imom 3x° +2x +2x+3 < Je d_;eljw sa binomom x+1. Odredimo ovaj koli¢nik:
(3x +2x° +2x+3) (x+1)=3x" ~x+3 '

3x° +3x
X 2x4+3
<%= x 3x° +2,x 42x43 = (x+ 13X -x+3)
3Ix+3 2% 2x43=0 & (X+1)(3x* »x+3} O, =Y
Ax4+3 @ x+1=0 v 3 x+3=0 &

- sy X;:“},Xg I

147435
.

—~133i

1 o .
b) xi=-1, xp=3, X3=§ ¢) xr=3, Xg = &) x=-1, x=3+24/2 | xy= 3242

. A+ i
e} xy=-1x3= ﬁ—ﬁ H oxy=-l, =1, xn=4
7.48. Uputa: Zamjenom datih rJesenJa u jednacinu dobge s sistem od dvije

Jjednaline sa nepoznatimaib: 4ab =0, 9ab=24 .

9
Rjefavanjem ovog sistema odredujemo a :1—3 ib :%
Uvrstavanjem vrijednosti zaa i b u podetnu jednadinu dobije se jednadina
Sx18x7-5x+42=0 dije trede z‘jeéeﬂje_‘jéxgz —j:.
2
7.4. Simetriéne jednadine (jednad¥be)
7.4%.0) m= L b} m=06 ‘ c) me=-2 1 d) m=-3 ¢} m=1 ) ;=]
7.50.0) xTxCax+] =0 i lexTx=0 SR (XD DX (D=0
L > (\+1){h 2x4+1) @ oxp=sl =1, K=t
b xlexlex+1=0 ¢ X e “4x=0 @ DX+ DEx(x+1=0
& (x+1 )(_x +1} S Xpmeb, Ko, Kas-i.
. +4/2
) % Ax - Axer 1=0 N SV = 21
d) T T =0 => Xy=-1, x;_;:—SiQ«ﬁj.
. — 13
&) x+2x%42x+1=0 = xp=-1, x“:——j{;iﬁ
f) o 43x%43x-1=0 = x;:—i,-xg_gxii‘ﬁ.
7.50.a) xp=-1, X 5= 104311 b) =1, s pm ot V1A

4

7.52.a) 3x°-Txax 4y Txr3=0 304+ 1)-7ad x> +1)- A% (x+1)=0.
ke S(XT])(K - x? Xt 1) TR D (x5 1) =0

¢y x=1, X2 3=

S 216

& (x+1)(3x x4 3x 5343 T+ TR - Tx-dn =0

& (x+ D006 10x+3)=0 & x+1=0 v At 10x 3+ 671 0x43=0
g X]m““} :
-k - S et 4D 3
108 16730 o OO 10 <::>3rv-~10x—3~6——;—i—;:0‘¢:>
x i

& 3 x2+j- w-l{)(x—%—}—)-i-*é:{} w 3(x+~]v] WZi!—lD{Xv%f}i»G:O.
3 L *) * *

Uvodenjem smyjene X +l =1, dobijena jednadina postaje kvadratna po t:
h X C :

37 -2)-10t+6=0 & 30 -10=0 @ =0 v 3=10.
Rjeiavanjem dviju kvadratnih jednadina po-x dobijemo Cetiri-rjeSenja:

x_+__—]—:.0 = xz-fi-_.l =0,(x£0). . P Xp3w i

T
2 . |
x+i:lg @& 343 = 10k, (x3#0) @ 3x-10x+3=0 = x, =7 X T
b) Xy= -1 . ‘\/_ . L .
. —1Fi3 : i oo b
7533.) X]ﬁ*}“, Xg=2, X3 g ! b) X|_2~f] , A3 -, K= 3
2 2 3
—‘1—’1-\/"’_;€

e Xpam o, Xpgme

- . . NS B .
S54.) Uputa: xH a3 Ax-1=0 @ (x )+4x(x2-i_}:0 & (_x?"—l)(xw-k4x+i}u-{).

Rezultat: Xy, ,_*rl X3 =21 /:%

2x+3

“”:ﬁ & 243t 3x2=0 <> (x- D2 5x2)=0
4
>

e XI:LX_;:—Z._ Xy ==

¢y &=t e x4 F=0 W (=3 {(x=3=0 @ (=D - =0

= oy =y =1 oy =30

755.8) X 4xt-2x-8=0 & (x-D7 +2x+8)-x(x-2)=0

& (x0T #3x+ ) =0 => oy = 2, a4 3
P2 2 L
by x =2x" —(a’ —a-Pxt+at—a=0 @ X ~2x7 b x-atxra +ax—a="0

& xx=Hl—a x—Dralx-D=0 & (x—Dx'-x-a’+a)=0 _
. ' = x—lx,**l — g, X, =a.

7. 56 * a) Uputa: Dud;emem sa X i 5;Lc?wan;em dobije sei-



1
e e e e s
| X X X

. i 2
_Sm)er;om X +—=¢, dalje se dobjje, (-2)(4t° - 25) = (.
e x -
Rezuhat‘ Ry = 1=x3 =2 s Xy T, Xy = ....2’ Xg = s
L Gxy5)
‘ 2
7578) xip=H Xpam 1A, x5, = % SED)

b). X]",z.:' -Izi, E.X3,4_= -1, Xy =i (1 i-‘\/-i)-, Xyg = h (1.:3'.. \[2-)

b Xip=1 xpe=ltinf3, =

8. SISTEMI (SUSTAVI) KVADRATNIH JEDNACINA (JEDNADZBY)

_8.1 .a) _Da b) Da o) Ne 8.2.a) Da by Da ¢) Ne

8..:5; Sistem od dvije jednagine od kojih je jedna linearna, a druga kvadratna
fiesavams metodom zamjene (supstitucije) tako $to se iz linearne jednadine izrazi
Jedna_ promjen ljivé_a_pomoé_u druge i uvrsti u kvadratnu jednading.

a) )fﬁ}'zl }¢> y=x—1 o x=y=1 o X =3,y =—4
Ay —i2=0 - a1 -12=0 X —x—12=0f x,=4, y, =3

Rezultat: (3, -4), (4,3). 1) (2. 1) o (2s) (L,ﬂ] |
11711 .
842) (6,2),(-4,-3) 1) (0, 1). (1,0 ey {1,1) {ﬁ,mﬁ)
_ 257 25
8.5.2) 23"”’“2}5 e YT &  FEAye2 ]
2[123 '. 2,{'}!:3' 2(2‘»*2)‘.33}
x=2y -2 x, =1, xy, ==3
A - @ 3 1t
4}’"74yw320 Vlﬂj;, \?22—;j
(2 )(3 2 o 5
) I IS I I IR (w4 21,2
5 5 %} . © | ’5(“’ 5}
8.6.a) (5,3) by 4, 1), (1, 4) <y (—1,1), ﬂ.,_lﬂ
_ : _ 1737 173

87.a) {4, D), (2, 4)
2

b (a.5) (i, %} 9 3.2),23
b) (a-b, a+b), (-a-b,b-a) ¢} (-a;-2a). (2a, &)

- 8.8.2) (-2a, a)(a,-2a)
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8:9.a) ﬁia,———l-a- -4, éa
2 2 2

c) (+%a,%a} (2a, ~a)

8.10.a) (15,5, (3,4 b (1) @ 3} |

b) (a+l1,a-1), (a-1, a+1}

3
8.1ba) (5,2, 2, 5) b)Y (2,2, (-2,-2y ) (4,3),(3, D, (-4 -3), (-3, -4

e s 3 o o o o ool ok ok

2, .2 2 v o
. = + 2+ v =2xy e+ y) =
som SV 8l ., ¥ 20+ =208 - {x+y) =848 -
xy=4 xy=4 xy=4
2
+yF =16 X+ y=+44 =0y, =2
e {x+y) e ) PP o |
xy=4 xy:4 _xzz-—z, Vs =g
b) x'+y'=13 X 2XY+y =2Xy+13 (x+y)=25 X+y=15

xy=6 & Xy=0 oo Xy=0 & xy=h
Rezultat: (2, 3). (3, 2), (-2, -3), (-3, -2).

¢) (3++10-3++10) [-34v10.3+410) 310, -3-410), {3410, 3-10)

8.13.a) Dati sistem moZemo uprostiti uvodenjem smjena xty=u, Xy=v :
u+ve=ll 2u=12 u=h K+y=0 =0 x=1
u-v=1 @ 2v=10 0 v=§ & xy=3 & yy=l,ya=5S.

by (5. 1), (1, 5Y, (3,2, (2. 3) ¢} (-1, 2), (142 (1142 )

8.14.a) Sxy+3x°=5T Xy 43(15xy-xDI=5T+3-81  xy=6  xy=0 Xy=6

15xy-x"=81 < 15xy-x"=81 & 15xy-x"=81<> 90-x"=81 & x'=9
' : 5
Rezultat: (3, 2), (-3, -2) . b) (-2, 4},_(?%) c) (0, 0)
2 2
8.15.2) (3, £2), (_isl/;;—,ii;} B) (V2,00 (-v2,0), (1,21 (-1, D)
4 1
) & 1, G2, -1 (e, =)
7 7
8.16.a) 2x™3xy+3y'=80 T(2x7-3xy+3y 3100 xy-2y )=560-560
XAxy-2y'=-56 < X 4Xy-2y 56 <

24x%-1 lxy;kyz:()
= xxy-2y°=-56 | _
Par (0, ¢) nije rjelenje sisterna, pa prvu jednadinu mozemo podijeliti sa y™.
2
Y- x : 9 1
24— —11 X +1=0 = i:r, 241" =1k +1=0 = r:}u, F=— =
R A ¥ - y T : : 3 §
=  y=3x, y=8x

| =
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y=3% y=3x ya=3x x=2,y=6
2,4 2 2 2
Caxy-2y*e-56 @ X+3x-18x"=-36 & x"=4 @ x=-2y=ib

Rezultati:a) (2, 6), (-2, -6), (ﬁ\/%= +16 ,_2_) bj (4,2), (-4, -2)
17 : :

o) (2,23 (-2,-2), (1, -1), -1, 1)

8.17%a) x +4xy 2y"=5(x+y) T(x +xy-2y")=35(x+y)

Sxlay-yeT(xby) @ 5(5%%-xy-y)=35(x+y) &
7(x’ +4xy~?y ) 5(5x* Xy-yD) 7x2+2_8xy-14y1:25_x2~5xy~5y2
Sxtxy- Y J7(x+y) < Sxxy-y =T(x+y) @
18'x2ﬁ33xy+9y‘2—0 1Y 182 -33%+9=0
] ) >
5x° —xy -~y =TF(x+ y)j Skt —xy=y' =Tx+ yy
1 3 1
I8 = Ly = e =
@ T3 | o TTRIYER }
5x3.W“y2—-7{);~+~)"J S50y =yt =Tk )
Rezultat: ) (0.0), (3. 2), (4. -12)
by x° ?:\y '] X ”%xy m%x ey Xyt Bxy3xy=0
?xyy“] &> 3x\,y i (= I Axly-y=1
(x+yi{x’ XYY - hv(may)kwo (x—ry)(x ~4x\+y J=0
3}syy—] 2 _ m\f}J'
= L Y= & ymax
Y3xT-y et 2x7=-1

Rezultat: Jfﬁ \/'1%1 | 2y (2.3
- L 21 5 ) . <) (%: --.}1 (2,3}

roen () wpREEE) S5
\ - 202
A\

3 3
19.%2) (2,3).(3,2) _b) Uputa: Mnozenjem erm&JLdﬂ&LmC sa 3 i dodavanjem

=y

p[’\’OJ dobivamo: (x+y)’=1 => x+y=1; Rezultat: (2,-1), (-1 c) (2, 1) -

8.20 % Uputd Uvest: smjenu (Hy)/x -y)=t. Rezultat: (3, 2), (3 ) 8.21.% (4. 4)
8.22.%a) (?,—g,g), CL2.3) b (1,2,0),¢1,-2,0) <) (4 6,3), (43 6)

8.23 %q) = L S ceo L B)

s ¥V - e
ca—b+te at+b-c’ b+c—a

T

P Ln

,i@,ﬂ]

)
e
fonl

2 2. 2 3
a.wb-’rc’a-i-b—ac’—aﬁm'b"}-cj

N

S o) (00,0, (

8.24.a)  x+vyi, x—+—5_——,y +-w-(1-z) b}y 2, 24 .c) "3+i '~'3'—'i.
8.25.a) ':'tlgzw(«/é‘wi) b) M(\/‘ﬁ“ \/‘/—2 Ll o =46

9. IRACIONALNE J}LDNACIVE (J EDNADZBE)

9.1. Iramona]ua jednadina u komj se varuabla po;avi;uje u radxkandu kvadratnoo
korijena definirana je samo za -one vrijednosti varsjable za koje je radikand
{potkorjena velitina) nenegativna.
a) x-120 & x=1 b)) x=0 <) x«%??.?:() & X z12

9.2.a) Fednad¥baije definirana za svaku realnt vrijednost od X, _

b} JednadZba nije definirana ni za jednu reahiu vruednost varudbie X.

¢} lednadZba j Je definirana samo za x=5.
9.3:ay Jednadina nije definirana ni za jedni realnu vrijednost ;varijable X, pa nema

riesenja. b} Kao pod a)

9.4.a) x=10 by x=04 cy . x=0 o4y x=-1
0.5a) x=24 by x=06 c) x=2 A x=-1
9.6.) x=2 by x=0, x=-1. ¢} Jednadina nema rjeSenja.
9.7.ay x=3 b)) x =23 &) Nema rjefenja. |

Napomena: Rjefavaniem iracionalnib jednadina vodimd rafuna o domeni
jednagine. Domena. se moZe odrediti na pocetku, prije. rjeSavanja zadatka. -
- Medutim, veoma Cesto se iracionalne jednadine rieSavaju takg da se odrede brojevi

koji bi mogli biti rjefenje (“kandidati” za rjeSenje), a,zatlm neposrednom
provjerom utvrdt koii od tih brojeva je zaista i rieSenje posmatrane jednacine.
9.8.a) Kvadriranjem jednadine 1 sredivanjem izraza dobije se|
Vi =1-x = (2x+1 ) =(1-xf = 2y+i=l-2x+x°
<=m 27 —4x=0 e xx—H=0  => x=0, x=4.
Brojevi 0 i 4 mogli bi biti rjefenje date iracionalne jednagine. Uvrstimo x=0 u
polaznu jednadinu. Dobije se istinita jednakost. Vidimo da je Jednauna
zadovoljena. Znati x=0 je jedno rjesenje jednacine. |
Uvrstimo, sada, u jednaginu x=4. Vidimo da jé /9 = -3. Kako, u ovom
pogiavlju operiSemo samo sa aritmetickim koruemma to x=4 nije rjedenje
date deH&Cil’lG Rezultat: x=0. -
b) Vi+3x=a41 = 143x=x+2041 @i’ -x=0 o A(Aw])w() e a=l x=l
Nepos;edmm uviSlavanjem broja x=0, a zatxm i x=1 uvjeravamo se da-su 7
riedenia date iracionalne jednadine. Remitﬂt xy=0, x.=1
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li) ';/i?;_x:x F 12'X:_X2 = X2+X-— 1220 = X‘_—33,X=—4.
_ hezultat: x=3 Driigi od dobijeni : — . ; i
fednaginy) 3 ( obijenih brojevax=-4, ne gadqvoljava datu

%9.2) x=5 b) x=2 ; iie riegent ie
58 B) x=2 (Broj x =- ednacine jer ne pri;
gjerzoj domon. {Broj xc) f;gje rjeSenje date jednacine jer ne pripada
10.8) x= '
4 x=4 2 b} x=2, x=5 c} Nema riefenja.
9.11.a) x=7, x=1= b) x=-4, x=3 o x=I
9.12 ; |
n:e 2‘}) Upg,taf Pf U_:a__kvadriranja jednadinu transformirati tako da se na jednoj
gjglos strani nal?.z} sdimio korijen. Reznitat: x=3 ) x=5 ¢ x=-1
R‘ &) Uputa; Poslije prvog kvadriranja, jednaginu srediti i ponovo kvadrirati
- RezuMat: x=3° o b)"x}:’]‘ T ' ¢y x=10 .
9]4&) X=-] b) K= I +9‘\/»5“ ‘. c) X:'A'., X
91 Pt S _— -
Sri.'S-éinuta_ ngg lkvadru'an‘;a Jednaginu dovesti na oblik u kome ée na jednoj
; 4 bill samo korijen, Rezultat; x=3 b) x=3 ¢} x=1
9»}?&} Nemia tjesen;a. b) x=4 '
démé?i)xf-:@_rpj, x=14, koji se.dobije rjefavanjem jednacine, ne pripada njenoj
- b} x=3 9.18.a) x=6, x=13. b} x=4, x=196 ¢}~ x=6

g, Tt -
-19.a) Uputa; Je:ds‘tacmu stepenovati sa 3. xxmml—, x=3 b) x=3, x=5 ¢) x=1, x=1
- . 3 . * - A

1 _(:j:mf XS i.‘/‘l)

920.a) vr1= Prx

= = X+1= ‘
Va3 T 3+ -
S tH1=8-4x & Jr=2-1 Remltatx=l b) x=9 ¢) x=3
D) e . ' |
921.2) x=0 B x=2  ¢)x=0 9.22.a) xi:=15V6 b)) xeel, x=—
923.0) x=0, x=i - ' a7
92_52) _K:Q’ X=5 by x=7 9.24.2) x=-7 by x=6, x=-37
9.27.') X3, =3 B) x=11 9.26.a) x=-1 b} x=5
=loa) x=4 = b x=2 9.28.a) x=2 b) x=-8

89.29.3) Rag SR
29.2) R“Sta"”ﬁ}l}em na faktore potkorjenih velidina, dobije se:

m*ﬁx—%}x—ki):m

SRR NS T v v N :
¥ 14 242y TR ke T=242%7 <3xe ] P4 14449 = 87 — (2544

7x2H26X_45 ={ = X2:57 x}:_g_
b) Xi=2, =lix=13. 9.302) x=2 b) x=4
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=1’ r =1, datu jednadinu

9.31.a) Yputa: Uvodenjem smjene
+x

transformiramo u kvadratnu jednadinu 1*-3t+2=0. Rezultat: x=— s .
. 3
+
by Uputa: Uzeti ¢ = f—m—z—, t >0 . Rezultat: x = 4.
x—

. 5
9.32.a) x=3 b) x=3 933a)x=10 b) x=4 9.34.3) x:;é— b) xg=-21, x,=21.

9.35.3) x=0), za a={); xxm_l.—t_.__ Vda -3 ,ra ax0. by Zaa=0, x;=0, x>=1;

2
28 250, x= 241N+ da 9.36.2) x=8  b) x=0,64
2

9.37.2) x=+mn.zal0s4m<n b)) Uputa: Jednalinu dovesti na oblik

afi2
bix+a)va+x = a\/;:? a zatim kvadriratl. Rezultat: x—t——%
e
G.38.a) x=-1 b} x=2401 9.39, Rezuitat; as [-1, O, o).

18. TRACIONALNE NEJEDNACINE (NEJEDNADZBE)

10.1.a) xe[H, +o0) b) xé (oo, 1] &) xe[6, +eo)
10.2.a4) x=3 by x<2 ) ¢l xeR-
10.3.a) x=3 by x25 ¢) -6=<x=<1 1040 027 b) x5
10.5.0) x>9  b) x>3 ¢) x>6  10.6.) 4<x<8 b) x>4 0 —:% <x<?
C10.7.2) x<4 b) x<70  10.8.a) xe -1, 7] b)) xel-2, 2)
10.9.0) xef-14, 2) b)  x& (~oe-2]U(14, +oo)
10.10.2) xe [1, 4) by (I, +o0)
10.11.a} Data nejednadina je ekvivalentna uniji sistema nejednacina:
8-2x 20 8-2x<0

J—x 4 6x 5> 8-2x ili Ve x® #6x—-558-2x

. x<4 X >4

X 6x-5 2 O X +6x-5 2 0

-x*6%-5 = (8-2x) x> 4

x<4 : . S x0x+5 <0

XHOX-5 2 (8-2x)°
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-
5x*-38x+69<0
.\ /.
3 - 35
3<xs4

X >4

(x-1)}x-3) S 0

N .

1‘\{//“3 >

4<x<5

Rjesenje posmatrane nejednacine je unija dobivenih riedenja sistema na koje se

jednacina raspala: 3<x <5

by x<-10, x>1.

1G.12 a} Data nejednacdina je ekvivalentna uniji sistema nejednacina:

4x - 620
dx~ 6>+ 6x— 2x°

ToxE3.

Rezultat:
10.13.2) x> 34 ++/1188

10.14.2) (e, —6)UJ (=35, 0)

10.15.4) [faf\/.fé, NIy IR RONGry

10.16.2) (—=,0)Uil, 2}
10.17.a) [-2, 40}
10.18.2)

10.19.a)

1021a) |~4,-1
10.22.2) (=20, 0
10.23.2) (oo, 3JUL +ee)
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2<x=<3

G

(~ _*'))LJ[ ]ﬁ__

)

4x-~6<0
4x—6>x) — 27
ez
2
b) = < X < oo
3
) ot ve8-T56
46
by 1, -~ -1, 15
) }9] c) | )

oy |2 5[5 5]
3705 |75 T2
i J
-
by \>2\;%
by <x<3

b) (;—,w) 10202) (-1,0) ) (woo, -1, Heo)
~ J

by -5, 20)
by (1,2)
b} x>1

1t. EKSPONENCIJALNE JEDNACINE (JEDNADZBE) i

NEJEDNACINE (NEJEDNADZBE). .

i11.}. Eksponencijalna funkeija

by

11.1.2) y=2% b). y=3%

C) yzif-.x. ’

Ay

RN

T T
]
N i
o=l

FE

e
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1.3, Svaka funkc},:ija iz zadatka 11.1. je rastuéa. Funkcije iz prethodnog zadatka su . i
Opada}guce. Moie’; se, ciaije‘, %akljuéiti_ ‘da je eksponencijalna funkcija y=a*, a>0, ) 4*5 =056 4{5. =4 = {/524 e 2 =02 e x=}-.
rastuca ako je a>1, a opadajuca u siu€aju kada je 0<a<l. .

11.14.2) x=-4 b) x=4
1 i )
PR ) 1 1 +445
SEIECITE R S _ L _ L <) 42[ 2} = 2% e ]:x(xn— )w}m}*}*<=>x2“x“1=0<:>xz,z __“.1_1/3-
11.2.  Eksponencijalna‘jednatina (jednadzba) obiika ¢ = ¢*™ ' | 2 2] 4
] ) ’ S 3 N4 -
Hda) x=-] jeste rieSenje jednadine 3%+1=1 jerje 31+l =30-1 - ‘ 11.15.a) ..& %(% 3 :{%) == I+§~=4 &2 izg e x=2
by Da ¢) Da 11.5a) Da b)) Da ¢) Ne 33 3 X X 3
H?d) =16 @ 2°=24 & x=4. b) 4¥=16 & 4'=4" S x=2. o) x=2 d) x=2 AV 3T (3 it \
Ta) 77=49 & TH=T & 2x=2 & x=1 x 3V s _(3Y% 4
. = by & =~ =] ={—] & (= =l &yl =d & x=—lvx=4
by 6236 & =6 @ x+1=2 = x=1. _ ) 4 4 4 4 4 R T
9 8764 T o §agd & 2122 @ xeo 3153 afs-2)
. : 2 Q) > 8 (l ! 2):2*"‘_5 2 b =2t s T2
dy 37=27 @ 3230 e x5=3 @ x=8 \ 4 2
11.8.a) 2.4% e - 2 T 4 _ns 5 , = x:jZ, x=10.
:) % R T R G e AR ) 1i6a) x%4x+6=3 = P by
R 5 - LSS - ] 2 R )
) 6736 e x=213 ©) 8= @ x=-1 by KTTxH17.5=45 = 103TTxkIIR0 = x=x=
S 1as U513 : . - 13
4 59 =133 @ 9707 ¢ 3703 @ 253 @ ox= ¢) OHx-2)(3x)=0 = xex-2=0 il x=3 => x=2, x=1, x=3.
H9a) x=1  b) 27207 & 3x-1=5 & x=2 ¢ xz—:} d) x= 1072) 3 487236 e 37.87 =36 @ 3927 =36 < (2.3) =6 e x=2.
7 2 .
11.10.2) 02°=5 e 57=3 & x=-1 by 2°-5' :0,1~(§0"‘2}4 = 10" :»-g-(v)»--u}*“"S e 100 =100
b} 0,5_2*:4@ -})—J =20 e 27 =2 e - 2y =0 ey =1, . & x=4x-9 & x=3 c) x=12
| ‘—r; -t : T18.a) 27723 w6a ™! e 21 22 e | 420w =6
c) 0’25“‘?'?16@{2] =164 =4’ @ - xtl=2 o x=—1. e xPe2x-T=0  =m> ox, =112/
d) Ko=-3 : ' . Ll £l £l
5 : ) 3.2°=4.33 o 3.27=4.37 e 27 =37 & x=2.

I 1ia) x:_ﬁi b) 2 ‘\:{ZTQ(%T :(%)w@ x=-3. ¢) x=-1 : 2!
| 2 (7 )77 T | S LT E N e N 7 Ny {ﬂﬂ} -
4y '

4 . r+7 PESS: —{a+7)

t.12.0) (Ej :(i] @(i) :( ) S2E-l=—x =T e x= -, p Tl 0
N SUAR RSV R ) R () (-"27]
K= P = . —= =

O 7 t\@ )

Vo

'; ! .
M13.2) Y2824 o 1287 =4¥ & 2742% @ 4x=_ = x=L. _ (57 !
p '72; - R _ 12 Napomena: Kako baza stepena na lijevoj strani jednagine: | VJ_ E =1, za x=3 .
b LT L g i8T e dxend o gl | \ V2
' 647} S 'F:! : 2 ’ g 7 i postaje jedan, to je x=3, drugo rjefenje posmatrane jednadine.

J11%a) 37 =2-37 =7 <3 372(9-2)=7 .37 =] e 370 =30 o x=2

22
26, 227



B} 47-3.4" =13 = 477 (16-3)=13 ¢» 42 =1 «» 4° 2 =4% @ x=2.

) 437 43 =117 @ 37 (449)=117 e 37 =37 & x-1=2 & x=3.
11.20.8) x=5 b) x=2 ¢) x=3 11.2La) x=3 b) x=3 c) xe=1
H228) 47 44 24 284 = 47 (14 4416)=84 & 45 =4 & x=2

B) 2742742 =104 & 2 (1+4+8)=104 & 272 =8 & x=5.
11.23.2) 657 465 Lgv2 =1518 = 6! (1+36+216):1518<:> 6 =6 e x=3.
By x=3
11242) x=2 b) x=2 11.25.2) x~:3 b) x=4
11262) x=3 by x=1 11.27.2) x=1 b) x=3
1.282) 314357 4307 257507 4552 gp 35230 +3+1) 57252 +5+1)
c—2 2 ¥=7 c o i ’
@335 3] @ 3 L5e o 3_ e 2V 3 e b) x=1
5% 5 5
11.29.2) 7+ 4 7+ = g3 s PO B (1+7)m2-‘+3(22+2+})

B {3
BT 8= 2R Y @ e S oy gl o g (%} ;(Z] & oxe=],

by k=
i 130:}) 7. 3,r+i = S,\'+l _ 3.‘{-&4 -5 o3 o 7. 3\41 -3 g 5,1--;-2 _5_\‘-{-_

en i - iy ] 32 }
® 370 -3 )=5"(525) @ 20.37 —20.57 @ (%) “(E] & x=-1.
. N = \

by yel
2
11310 3-4“'+~§—9"“:6'4"""‘ g%.g-‘” & 18-4°42-81.9" =36.4.4" -3.9.9°
By /
®9.21.9%=7.98.4 @ T8 o (97 _2
4% 9.21 \4/. 3
3-\52.\ 3\;]
= {71 m(wi 0 Qxm—l & x=—
< 2) 2
. X+i 1%1 H,Z e ,Im
by 9 _2 R P 9F 4.3 o DD
7 1 1
© 9‘(”3'])&2\(22%"22} & ord g0
3
l, 2x
9t . g.22 .3 x 3 3
© =T @ %] =—5® (—31— :(3) & 2x=3 & x=2
L) 25 kzg 2

228

11.32.a) Uvodenjem smjene 2% = f, data jednadina se transformira na sluedem
naéin: ‘ H

F9.2%+8=0 ¢ (27 92" +8=0 = 1 9t +8= o::mi#zr,fs
2V =f = 27 =1 = x=0 (27 =1, = V¥ @ ik e g

Rezultat: {0, 3}. by {1,2} o) {1, ;5}_

11.33.2) 527 =45 =16 e 1027 ~(2*Y =16 > 12 -100+16=0 = £, =2,1, =8,
= o= 272 = ox=1 27 =, = 2928 = x=3.

by 47 =52 =6 4.2 =527 =6 o (227 :t,r>0i4r2=¥5r—6:0

= F=2.257 =2 & x-2=1 e x=73. €) x=2 :
1134.2) 4420 =20 o ('] +827-20=0 & (2 =102 +8-20=0 =1, =2
V== 2 = 2ma ] b) x=1, x=2 ©) x=2, x=3

11.35.2) Nakon mnoZenja jednadine sa 2% dobije se ekvivalentria jednadina &ije
rjefavanje se svodi na rjefavanje jedne kvadratne i jednostavne ekeponencgalne
jednadine: - _
2082 =T e 27 o827 )2 7.2 e T 2727820 = x4
by x=2 ' ) x=2 "
11.36.a) Dijelienjem date jednadine sa 9* dobuamo ekvivalentny jednadinu koju
mozermo napisati v obliku kvadratne:

- ) 4% 4 6F 2.9% X X ] 2 U 2 ) N
4°+6" =29 = ,6 =20 z:::::i+6 = Ddy _{—- = ~2=0
ot 9t et o (3,1 13

oy , |
Ako je {gl =1, >0, tady imamot” +r~2=0 = =1 ] =-2 = x=0
L= ]
b) x=1, x= c) x=2

11.37. Ako datu jednadinu pomnoZime sa (1# +f) dobitembo jednadinu koju
y

mozemo dovesti na kvadratnu:

({2 ]{Wm\

Uvodenjem smiene (\f +A3 \ =r, t >0, dobijamoe kvadraing }ecinacmu

) (w/%«/—) »4['\;?:\/?;}1:0.

J

At 1=0 &ijim rJesavanJem naiazmm =2 +\[§ t, =2 W\/— Ddlje je:

(\E:ﬁ} :f,::> (\/2—4“»7:] +fw(2+f) ( \[—)“’} x=2)

229



(ETREY . (Y . x

{'2+\f§) zr’gm:;( 2»5«\/5) =2-43 = (24"\/—)2i(2+'\/—) = X
b) x=-4, x=4 : : :

11.38.2) Dtjehenjem Jjednaline sa 27% dobije se:

3 ! . :
85 +18% 227" 20 & _2“) s 2 ~2=0 2 =1,0% g 2=0
s 3 3 3

e (D) =0 =  t=1.
2 _.x ! £2 x ‘\O .
(“) =l & M-.\' m(}_ & x=0. b} X=-2 ¢) x~~i
11.39.a) chnamqa;e definirana za x=2 | moZe se dovestl na kvadratnu na

slijededi nadin: |

45 L g6=10.077 =7 10277 116200277 — 1% 10041620
® =2 6m8 29 mp e 297 22 e YT =] = x=3,
2%y, 2P L8 2V Ll AT B =11, b x=4

1.40. Slijedecim uansfm macijama datu Jednacmu dovodimoe do kvadratne:

2 ‘+'+%ux+lm5 B e 247 +3. 0 —5.6' =0 = 2[%} +3~(%) ~5=0
H ) }

11

2 X 2 - o 2y n Y
o 2 (2] (2] sm0 oo 2 (2] s (2] i
s ol -
2y )
i {é—] 520 -5+ 3=0 << 1 =1, rzrg
2 X v v ” 0 ¥
: (—"} m]‘l o — = Py —2— = - & X:O, -’:}:\ = f,
\3 3 3 307

roy’
::t } <« x=-1. b)  x=2
1 14,:!3_) XEO, Fe-a| . b) X = 5

1142.0) 2% g0 E =] ¢ |2 ——2_- 2*“+2+—i¢ -6 2" S 1=0
. 3a —1 2
2 2A 2,\ 2 X 2.\
( - HZ‘—%) } 6( 2 }hO@Z* mf«ﬁ r(z +4) —6r—]=0
\

@0 =2 -1=20 o r ) {2z+2) 0 = (?%1}& —f— f)x ]
e ._r:w-lvz‘_.~t.~—_i =},

230

_gxmw%w:_HI e 2 527 2220 e 2V =u, urHbu-2=0 = u=1

%

2¥ =1 e x=0. _ b) x=1

1 Zex 1 4—4\—
11.43.2) (—3—) +37 =004 (5} & FP437 =094

< 3x--2 +3.ﬁ3__99+3x-4 o 3,\'-2 $3.\'w3 .,.,3‘74 =09
@ 3943 -1)= 99w 3 =3"

b) \/8’ y64' {05 =216 \/8* oo 2 =220
)
f_ 6,\—% 1 3 x4 3"- 1
& 231 \ 3 g .2 3 _23 = 2 2 = 3

6)5”4
. X
3x 4 3 - i 1 , 1
& e o i {5 = 14 Sy —ldx 120 xy =L, =,
.2 3 x i5
11.44. Dijeljenjem date jednatinesa x°, dobije se:

2000
) b2
P (A +2000F" @ 1= (LL:QQQJ o 2000,
. X kY
- )
e AV + 2000 =1 i =20 +2000 moeel = X=-1000.
X X

11.3. Eksponencijalna nejednalina (nejednadiba) oblika

al e gE , a_.ru) ~ a.a{(.\')

11.45.2) 2X54 & 2502 x32  b) 3%<9 ¢ 3X32 P x<L oy x2  d) x>3

11.46.2) 4%>8 < 27527 & 2x>3 & x>% b) xe c) x> d)x>~%
11.47.a) 25% 125" & 57> 5779 @ 2x:0x-6 & Tx<6 @ x<%
by 575257 @ 575 3O & 4x-656x-8 ¢ x<l. ¢y x>3.
[1.48.a) x<2 b) x>3 <) x>—§. dy x=1.
23.49.a) x>3 - Ab) 'xél'_ e Q) x<_—é.' : dy xS%.
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1
EiSO&) X< —, b) x<_1.. C x<i2- . d X<.“%
. 2 6 ) T3 ) 5
i‘:‘l .
x Xx X

@ (12x<0 A x50) v (1-2x50 A x<0) x>~;1)— v x<0 .

b) x<0 c) ~~l~<x<0w d) x>~l-
7 3

<9 or ! 4.1' 4 X ] . .
11.52:a) 157 < 4* Sl < 4 x>0, b) x>0 ¢ x<0 d) x>~1—
I5¢ 15 3 2

11.53.2) }\ejcdnacma,je d\wvalenma kvadratnoj nejednadini:
A L S O R 2ax<2 .

b) 2x° '6>“4 @ W2 @ x> @ x<l ili x>1. ¢) O<x<2 d) ,\c<»E

N54a) —2 <x< 2 b) 3<x<3 ) -3<x<3

H358) 8277 <(05) w0 27 22? o &t 3x42<0 o xe(1,2)
b) xe(i,3) ) xed

1156 ATy I 47 -
1.56.a) 3 <9 e 3T L3 e 2p o2 e 24250 = e

by xe@ c) .1'6'(3"\/73 3+ﬁ\!
. ez /
11.57a) 2° 27 <922 (14 8)< 92t wlemx < 0. b x>l
]ISSa) x<3 b) . 2\+3 wf)‘ <7 2.\'—.2 _3.5,\-‘4
S 3575 7.2 0 o 5 (3.5)< 272 (7 2 32)

s o s =3 w=3 o0
2 - L2 \2)

H39.0) 37 47" 2 g 77 13430 o 32 <7 T om0, by xz1

i1.60.a) o +3"'*'2~18>0<::>9-9"+9-3"'7§8>0<::>(3'Y)2 +37 =220
= (3'\ “?"2)(3"'~I)>O<::>3*'m1>0¢:> 3>1 & 3' >3 o x>0
b) 5710

61.a) Mnoenj ‘et date nej
dm:est; na kvadrdmu

:‘; —

c) x<i
jednatine sa 5" dobije se nejednadina koju mozemo

A2 a . 32
T<20 = (7F-5°<205 o (57 -20.5' ~125<0
. @ S5t s T Sk SR )
Y 2+ = -
b} 2 _3_6\+3Y.x+1<0 P 223___7,)% 433 2y <0 / an

232

LN

2 2x £y X N 2 . )
R 2(—%—] ~S-L—"31) +3 < 0. Uvodenjem smjene —3~ =1, dobije se

kvadratna nejednading po £ 20-5t+350 < 2{&—5 )1-1)=0, odakle se,

X \iJ ‘ S —1
dalie, nalazi: 1 <t < E,odﬂosno: 1< 2 5_?1 & 2 < 2 < ?;
' 2 3 _2 3 ) 3 39

@ Ozxz-l. : c} x<I

12. LOGARITAM. LOGARITAMSKA FUNKCIJA.:
LOGARITAMSKE JEDNACINE I NEJEDNACINE

iZ.1. Pojam logantma i logaritamske funkcije. Osobine graf;k :
logaritamske funkecije §
12.1.2) y=x by y=x-1 ¢ y=x+4 d) y;_-f?.

122, yAxs3

]
[

It

Es) .
N

Stiz.2.

Z AR~ N V. 3’t

-4 1 £
1242) Tos32=5 " by lomil6=2  ©) logs81=4 &) Togs125= 2'
12.5.4) fogl00000=5 b) logsl=0  ¢) log 53=2 d) logs343=
1268 3°=9 by 2% =8 ¢y 4% =64 jd) 10* =10000
Py oy
i2.7.2) 372 =—b) |- =9 ¢ 47 =i d} T\ =125
97 {3 256 5)
fo 3
{2.8.a) 2 b6 o3 B4 129w 0 b2 ox=> d)_x:w;;
o 5 5 5 . [
21025 B S 9 45 R2UD0 HO 0 &0

12.12.2) -5 b) -4

[g]
—
i
[

&4 12032 -1 B3 0 2 - &6

233



12.1_4.@.__%_ b)}% 9 4 d) -4 12159) w% b) “'”“;““ ¢) _§ d)i—

12.16.2) log,16=x 2" =16 « 2" =2" ew x=4.

‘ 3
by x=3 i c) x=3 d) X:E

12.178) x=81 b) x=—b Q) x=2 D =

s 25 2

12.18.2) Iogx'\/g"*% & x4~I o =8 o =64 = x=4

3 2 (Y. 5 1 f
b)log_\_ _—z—mvwé—cmx——— i __z_f. & x=5 d);v_zf

%I"_""

12.19.8) ﬁggg.:logg.:glmlogz b i0g4_10g_2]_6;m log, 4=1

' |
¢} log, loge 81=log, ..,:%_ . ). logylog, 64 =logy 3=
12.20.a) log, 1{}g; log, 16 =log, log, 4 =log, 2=1 by fog;Tog; Tog 100 =0
- ¢y log, log;.ﬁﬂ log, 7)'3"4. d) log, log, log, 2™ =1 .
: i
T = 1
12.21.a) log, log, V{2 =log, log, 2% =log, 5= M3 93
d; \/1030.0425+1m flog | 2 5+]WJ_].:_ =Q.
IR T
122202 b) 8 10 &) 15 1223027 B9 o8 & ]‘?{{
foal log; 10 2 .
12240) 270 o2 o2 gy sheer 2 L L T02 0 g so00
2 s 52 25 5

2-&-}—}0:16 \/ " --1~ig16 .
12.25.a) \/10 2T 1024107 =104 =20, b) 242 c)% d) 300

ALV o 3 . 3 A\
]2263) . 8}4 2 .49"’g7“_:WM§Lm.72l°§7~ - o .(710%,) :_-?__'4:.‘3
Togy4 g5 4
4 E .
b) é,,,, c) 69
12.27. Locrantamska funkcija ima nula za onu viijednost varijable za koju
logaritroand ima vifjednost 1. a) x=1 b) x=6 - c) x:—-—z— d) x=A3
12982 %=3 | - b) x=-1 ¥ x=0 - d) x=3
234

12.29. Logaritamska funkcija je definisana samo za pozitivne vrijednosti

logaritmanda. a) 2-x20 =>x<2 b} x-1>0 => x>1. ) 4x-16>0 => x>4.

12.30.a) ﬂ}i>0¢:>(x+1>0/\x——2>O)V(x-kl<0Ax-2<0)m:>x<-—lvx> 2.
x—

b)) x<-3wvx>2 : _ c) -l<x<3
1231.a) x%3x-450 => x&(-oo, -1)(d, +o0) by xe(3,4)
c) xE(mé—, 1) d) xe(-3, B0, +o0)
12.32.8) X& (o0, -SH(-5, ~D)A2, +o0) b)) xl
12.33.3) x&(2, +e0) b) x&[0, +eo) ) xe[3, +20)
a) or .—————yxlogglx- SGHER 15} y=log, x Lote)
1, \ i
| i__}_ﬁ_‘(_:_i nekih iogaritzlymskih"fuiekcijé Lo
dy | y=logx ’ 12.35.8) |y=logx-1 |
T /
S1.12.35. Graﬁci nekih fogar{tamskih funkcija
1235.0) y=loga(x-1) ) y=logs(x+1) d) ve= [logpc‘

L SR
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L

SLi2.37. 4

12.2. Pravila logaritmiranja. Prelazak s jedne logaritamske baze na

drugu
1238.0) Togy(3-4)=log,3+logyd b) logy(4-345)=log,4+log;343
¢) logs(11-237,5)=logs11+logs237,5 d) :

102:(78,43-66,12)=l0g,78 43 +og,66,12

12.35.a) log(6-7-43)=log.6+log,T+log.43
b) log,(184:425.67,13)=log; 1 84+log,425+10g.67,13
1 L}  log4(3478.317,2.98,128)=l0g,3478+l0g,317,2+10g,98,128
2:40.a) 10g4(5" T)=l0g,5 Hog T =3log,5+ 10,7
b) logy(42-6V)=l0g42 +Hog6 =log,42+3log:6
c) logs(78,2-9")=log;78,2+l0g,9' *=log;78,2+12l0g9

}2.4§.3) Iogg (2~-\/§): logs 2+§0g8 .JE)T: logg 2*%'105{3 31
b) log, (34- 567,2)= logy 34 +logg 4/567,2 =log, 34+—;—-1og8 567.2.

©) log, (448 [-14/27653 )= log, 4481 1+ log, Y2765 = log, 4481 1+%T.zog5 2765.

~1 [ Ln

T 1242.8) togg = =1og, 5 log, 7.

34 .
- by Jog; —=log, 34 —-1og, 65.
by log; o5 3 108

236

072 _ log, 56,72~ log, 33.95.

c) logg =——m
) #3305
7128

d) ) 10%11 g;gg—;-}(}.g“ 7,1 28—-10g“ 33,95

1243.8) log, _4)‘3’3_“1034 4+log, x+log, y' =l+log, x+ 310g; W

b) logs 56xy° =log, 56+log, x° +logs y° = logs.SG:{z?«'_idfgg x+5logs .
¢) logid3a*bhc =log, 43+log, a*+log h+logy’ = 10%_43-441_0%.@%10%b_+5.;0g.5_:yr
d) logy; 13,2a"h''c™ =log,;13,2+8log,; a+11-log;, b-2-logy, .

N .

12.44.4) log, O =logs 5x% = l(}'g53y‘i =logs 5+ 2logy x~log; 3€—4log5 v

3
b) log, . =log, 1 lctb3wlogZSx‘yzlogzl1+10g2_a.+3Iog3b—]og28~-21c>g,lx#iogz hA
. 35, : o
&) Toge 80P log, 66a'b e ~ logy Sx7y* =
_ s5x°y e Lo 3
= log, 66+ log, a* +1og, " +log, c—(log, 5+ log, x” +log, v* )=

=log,. 60+3log, a+5log; b+log,¢— (log, 5-+3log, x +4log, v)=
=log, 66+3log, a+5Slog, b+log, c—log, 5~3log, x—4log, v.

26, 17a° B x _ B ' e s
d) legy, ————r— a 3; : =log,.26,17a b’ x ~ log, 3,8c°y7 =
38y

=log, 20,17+ 5logy a7 logy b+logy x—logy 3,8 —-0logy c=5Slogy y.

1245.0) logd3a™s’ =logd3+2loga+3logh. .

. 17.°
b} log A,i
o 2a”

=iog17x" ~log 24’ =log17 +4log x — log 2~ Slog a.

G e 1. .
c) log 7' a log 6v/a —log7a’ =log6 %-w";idga —log7 —-3loga.
a . _

3 = 2
dy log -u%ﬁi#r:mlmiog_..zi
37 2 3y

- %_(log 2a—log3x’ ):—;— {10_32+loga ~log3—5log.x)

12.46.a) log ,a;/; = 1og\r’a«[£; ~logd :%iogaw/;——logdrz—;n.(lega;%loga}w%ogél.

Wl
¥

by log Z

= ]og']\}xi/; —~log8y =log7 +~;—(logx+%—10gx)——§0g8~10gy.

] L ? T . . . 1 . ’ -
o) 10g—6’+1'__—"1;/——;i mlogﬁ,li/ib\[a ~logSy" zicég6,1-!~n—i—('ldg’2+10gb+~2~]oga}—leg5_~4logy.
A : ' . J
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897 avb A % >
d) log \/;J— = log 897 a~/b —10g3\fa»::
3a . ? 1l a?3
| ; . =33
10g89+ (logT—% 2(10ga+5 long—!Oﬁww']oga‘ ) a- 1@
. I
12.47.a) ]ngml()ds—l logQ"JDg]O => x=10. - b) logxwiog§2+1004~log48~> x~“48. 1 1 1
oy logx=log25+Jog2= 10050 = x=50. ! 12.56.a} log, log, V= log, —=—-—. b) log; log, i =log;—=-1
12.48.2). logx=2l0gd=log* ——1og16 = x=16. b) logx=3log2=log2’=log8=>x=8, 2 2 3
<) ]ogxw-’>30°9 Tog9™ _ C=» X= 92, c) loglogd/1000 =loglog10=logl=0.
12.49.a) ]ogx—iog4+1005 -log2=logl0 =» ~x=10. g 1
. . tog; —  log;—
B) logx=logZtlogd-logT=log > => x=o_ 12.50.2) x=3 b) x=2 ¢) x=16. i 5 Jlog, 2—log; 24 _log,8—logy24 ®oq 73 o3 1
g ; 5 - 12 z 12.57.2) .
] : ‘ ] : log; 3+1og, 9 log, 27 log; 27 3E0«r 3 3log3 3
. . 8
,F .a. oOX o [~ = R e . e +lood=iou D 1
12.51.a) logx _log?f}ogfﬁ > X o b} . logx=log9+logd E::ob36, x=36 log, 45+2log, ~ log, 45+log, 1 e s
=18 . 12.52.) x=24 b) x=8 " b) 3 "9 logsd  log.> 1
¢) x=1: - RS2 : . log, 75-log, 3 loe 12 log, 25 2log,5 2
3 3 2m A 2mey 2;71)' £ 3 .
12.53.3) logx = ~{log2+logm—logd}="log— =logil| =~ | = x =4/ =21,
e 44 4 4 ] 1 4log,5
S ; -3 : 12.58.2) log; 25-log . 9= 210g, 5:210g 3 = 4log, St e 5"
b) ng:ﬁdga+b}—?{ZMga+zJogb) oﬂa¢b)—§ioﬂj’¥;?): f T is
e . S b) log,10-logl6=log,10-4log2=4log, i0- V8 Y 4
o 5 _a+b a+b : log, 10 log, 10
=logla+bk)—log \] '\]b = T p— _3 . . 1
; i (a.Eﬂ]f) : % c) logs36-log,125=2log, 6 3log,S=06log; 6" = Q.
1 log: 6
: i 3 _ T - :
12.54. iogx:~:21;_oga+—[iog(a+_b)+—iog(a.——b)~iogb-—mlogc = _ 12.59.2) log 27 log l6=3log 3-4log 2=12- L T S 0g 2=2.
; 3 4.7 02 7 s j log8 log9 3log2 Zlog3 log2
.1l I g
= iogczf":.—%_’—i}og(a—l—_b)ﬂ-.]og.f{/'(a.-—b)i —logh~log \/—‘; = ' b) log, 125 -log,s 2=3log, 5- ! — 3 . 1 - 3 _loa:s 2 :i'
:3 ] log, 25 log.4 Zlog,5 2log,2 2 4
=loga ™ +-m10 (a+19 "(a‘*b) uioga +log a+b)§f(a '“b) i ) log371000-10g8]=310g3710‘4E0g3=.l 397-410g3:ﬂ3 3-4§0g3:4_
o i = - i i o
3 B++c b+Ac ; 08 < 2108
T Wby | 12.60.a) 457 = 4%t =4 264 by 16" = (g2 2257 = gp5.
log a” _;,[(a“*"b (ar-__b) sy =g 2.3 (a-é—b \ (a.—b) ) 1 ].Df-.im 256 | 1
] b+~ b+~ | 5) 9”““:(&1} ~ (17 30 )3 = 2567 =16,
12.55 logx = ngés Nt {Qloga +l]og’5m_(10ga —logb) log a:] 12.61. Za logaritamsku funkeiju vrijedi:
. 2 g 1) (0<M<N A a>1) = log,M <logN ;
N | z 2 RN 2) (0<M<N A O<a<i)  => log.M > log.N .
rx.._log5+§ qua +log 3%5[10%fj juloga = —log5-+ = F locvfmm;.: | . @) log, 8<log, 11 b} log, T>log, 0 &) log. 11 »log, 4
SRR T R P S R Rl S . - S - 3 3 :
b : -
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- 4 R R
12.62.a) log,12>log, 12. b) 10g17>l0g77 c) log,s 100<log,, 100 b) log,. -_-—Iog11 tog, n=0- LI I - =log, n,

H ;g : nt m io -—}:— . logn 1 _I{)gn e ljgn mo-
1263.) 10271350 b) logyl, 9450 <) logs0,59<0  d) log, r<0 A - Lo men e
: 35 . 12.74.2) 1 100, an’ 10gb atlog, n og, a+log, by " -
; Es e O, ain = — = ; :
12643) iogi 370 b} Iogo‘_m i>0 C) Eogs 66,83< 0 d) 10g . 0’0005 -0 - Ogb bn iog,, b-l—l_ogb n ]TEOgh 3 . N
: ! 8 © by log .. ab" = log, ab” . log, a+log, b" log, a+nlogyb: log,a+n.
H s+ - i - A i -
1265, log  ¥a = mgf = L S w log, 5 (n+Dlog, b N
6 log,, J‘ 3log,3 log,27 & : : - : L faan -
: S - . : [# e ¥ # .
12.66. 1 _ \ i 3 5 1275, a*+b* =7Tab < o + 2ab+b" =%ab & (0 + b)Y =%ab = } =ab
00, log,, 54:10824(2'27)=10g24(2-3°)=10g24 2+3log,, 3= — : . - S 3 -
log, 24 log, 24 : BT . b
+b
*ﬂ—l—T+ﬁ_3__?: LR AU SO I B = log, ( J og, ab > 2log, L =log, a+ieg, b
10220329 oy, (3-27) Jog, 343 143M0g,2 log, 343 |, 3 m+3 .3 3
] log, 3 m 1
:%L%h A {4 1 S log(_ 3 .(iov aTEDg( b)
m-+3 m+3 m+3 5 - o 5 Cl . - i 1
31 10 i 12.76. ab I_C = log b (,Ib = 10g ab ci= =12 k"g ab Ct}' ]Og ub C 5
12,67, 100 1028 . i BT 3-3logs 3(1- 5 s 3 2
logh= 1%”10 z>lo‘g_melogS-iogﬂ}l():a%ogl10&30:10906'53}: 1+|§£3 = 1+;)' 1277, &b = o &b =d’ o (c+b)e—b) = @ log (¢+b)(< ~b)+log,a*
2 056 - N
12.68. log56=log®- 7)=logs + log7=3log2 +log, 7-1022 =10g2(3 +log, ) = a3+ b, e log, (B+o)+ log L —b} =2 : + : =
1269, log . 12— log, 12 ]og5 4-3 logs4+log:3 a+bh b ' locrm a log., “5
- logn 23 2 B 2 B 2 ) ‘ = ]Ob hae © + iog ool a=1 ]0&'( ' IO:: ey .
ke ke e 12.78. Logaritmiranjem datih.jednakosti uznmd}uéi za bazu 10, dobivamo:
i 1 ! )
59, log, b 1 ' | e 1 r— s ' i
12.70.2) TOgd b =i YL ‘ b log . o = nlog La= n :ii' V=107 o jog v = . 7o 1054%; = logr=—.
log, & log, a T ¥ogﬁ otk : - l-logx © o l-logy
1271) log, 5= log, s _ loge 5 log, 5 g5 Lhntdva;uen'lt dobijene medmm ,5}1 10{0\/ U IZraz. za. locv dal;& vrijedi:
= = iy low N
o Oy 3 log E‘Jm iﬂge 67[6%6 2 1——]0g6 2 ] 105_‘5:: = OE X = _Dg'& = —logx]()gz:l—ipgx
) bt i-logx-1  —logx
logylog, @ ' 1 logx
log, a fog, To fog  § log | io.‘_/) fog, o o ' . '
b) a =g ogy, tog, alog, b x( o,:“ 2] log, log, — : i e
“ =b log, a. : = logx(l-logzy=] => logx = —— = 107" = x,
: [-logz . .
1272.4) tog log, 2 logg 4 i (. s - 2
)} log 2-log, 3-log, 4-log, 5= -E-gé:g-log@ 3. oz, 5 log, 5= 1279, Togd Y ow N =logy a+ngN c=logy ac=logy b = 2%ogw b= oz, N
:109 2‘10(I 4mi%:l .
b) Uputa: Transformirati sve logaritme na logaritme za bazu 8. : | 12.3. . .Dekadski togaritmi (logaritmi u odnosu na bazu 10) .
log, N log, ab _Jogya+ilogy b log a_ fog, b - :
12.73.2) e W g, ""E g“_ 1 2 o B =ltlog, b _ 12.80.a)  logd=210g2=2-0,30103=0,60206  b) Eo_gS:BiD__k 3-0,30103=0,90309
S s @ CLA ogya -logya t_ T o) log32=5log2=1,50515 dy logl28 = Tlog2 =2, 10721
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12.81.a) logb = log3+log2 = (,47712+0,30103 = 0,77815

b) fogl§e= log9+log2 = 2log3+log2 = 2:0,47712:+0,30103 =1,025527"

¢) log36 =logd+logd =2log2+2log3 =2:0,30103+2.0,47712 = 1,55630

d) 1log108 = log27+log4 = 3log3+2log2 = 3-0,47712+2-0,30103 = 2,03342
12.82.a) 1 B0 )2 d3 1283a) -1 b 3 ¢ -1 d) -3
12.84.a) k=2 b) k=0 c} k=3 12.85.a) k=2 b) k=-1 ¢) k=-3
12.86a) logll=1,04139 by logl23=2,08990

¢) -logd578=3, 6606 dy logho712=4,74595

12.87.2) 236922 b) 036922 ¢) 1,36922 d) 0,36922-1
12.88.a) 1,99220 .  b) 2,99449 , ¢) 2,38970 d) 0,95890
12.89.) -2.24342 . b) -3,05178 c) -1,39732 d) -1,67799
12.90.2) x=200 . b) x=33,91 ¢) x=1,52

12.51.a) x=0,1598+ b) x=0,00514 c) x=0,0005757

12.92.8) x=27,542° b) x=4,6989 c) %=3083,1879

12.03.a) x=0,2113°  b) x=0000004645 = c) x=4;0738027.10"'
12.94.a) log(34- 53) = log34+logd3 = 1,53148+1,72428 =3,25576
by log(45,22:89,25) = log45,22+10g89,25 = 1,65533+1,95061 = 3,60594
¢) log(78,12:9,271) = log78.12+10g9,271 = 1,89276+0,96713 = 2,85989

12.95.a) 1on§ = 1%;&43-1og57 =1,63347-1,75587 = -0,12240 = 0,87760-1

b) log—= 34, 35 = Jog34:55-log8;433 =1,53845-0,93598 = 0,60247.

= 8,433

9887

c} log 1009 887-log4,876 =0, 99506 3, 6880() 0,307.

»

12.96.2) logd’” -12 fogd = 12:0,60206 = 7.22472 :
b) logZ 3 = Hog2+log3™ = Jog2+5,1-l0g3 =0,30103+5,1.0,47712 = 2, 73434
ey Tog5™12.3'= 3,2:16g5+log12.3 = 2.23670+1,08991= 332661,

g 3518
92.97.a) Tog 43,17 =128 f’w 1’6/%2 2 - 0,81759.

b) logi/T446= 00134’46 - 1’1630” = 0,38672.

log 175 1,947 5
o) Iom 10568,1 3173 iOaS&’f-;O_:") 9 92&"40, 0174m0612,42

5 73' EGQS 73~ IOD‘O 987—log3511=094101+(,00568-1,54543=

©0,987. 7555]
o =-0,59874=0,40126-1.

log8328 . .
b) log(345.7 3 /332 }:100345 TR 2T °°3 =2,53870+0,98993 = 3,50863,

12.98.4) log

242

1/4 93 1‘,‘7 Q82
ez JOg £/4,93 + l0g 4/7,982 —log 2,63~ 1o 3/91,37 =
2,63-3/91,.37 £ £ &
_ log 4,93 " log 7,982
2
= 0.34642 +0,30070 - 0,41996 - 0,39216 =-0,165 = 0,835-1.
12.99.2) x=663-1894 < logx=log(66,3-18,94) < logx=log66,3+log18,94
& logx=1,82151+1,27738 <> logx=3,09889 & x=1255,7119.
b} x=09734.67,72 & logx =log0,9734+10g67,72 <>
& 10g_xm,02517+l,83072 < logx = 1,80555 <> x=63,90737.
¢ x s 7.4815-812.4 <& logx=3783759 <& x=6077,971

38,45 88
12.100.a S 1 =1 .
) x i & logx=log

. )

log 91,37

~log 2,63 —

5
= logx=log88,45-log 34,7

<> logx=194670-1.54033 < logx=040637 < x=254899,

25,3 253
by x=-——r o logx=log < logx=-110447 <> x=0,0786.
3218 3218
44,27 44,2°
) = = logx=log——— & logx=2log44,2-loglR,55
18,55 18,55

Ce logx =3.29084-1.26834 = logx=2,0225 < x=10531737

12,1012 x=8345" & ]00\*1008345 P g fog x=3510g83,45

@ logx=35-1,921426 < logx=6724992 = x=35308749,016
b) x=63504" = logr=102(6.3-5.047 ) e log x = log 6,3 + 3log 5,04
S @ logx=0,799341+2,107192 <> logx=2,906533 => x=806,367
o) x=711".0543" o= logx=21llog7.11+3log0,543

= logx=0,9933257 =>  x=9,84749.

log 941

12.102.a) x=./94] < logx=log /94! = logx=-—3 = logx=148679

=> x=30,6757.
fog819,4
b) x=48194 < logx= mew log x = L45674798 = x = 28,625

c)  x=424,877 = logx=0697899 = x=408768.

[2.103.8) x=4125 iDgleOg;QS & logx=0,60897 = x=5.

_ log64592
b) ‘x=4/65492 < log (3~g3~——9— “rlogy = 0936726 = x=8,64423

' ' 10g38,799
o) x=138799 e __1pgf\-z—0—g—jmm_ o logx=0397205 = x=249577
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1832.4231 1832-4,231

L ahicas LTS B eslogr=1logd1832-423 ) togt 321
PPy g pret gr=log J-togd

& logx=logl83,2+logd,231-logd5,21 & logx=]1,234134 => x=17,14486.
by x=98,178815 c) x=21,84149

12.104.2)

2 : : :
12.105.a) :éﬂ%——fu = logx=log345+2logl 143—4logi 854 = logr=-2 41857
== x=0,003815. b x=0,000000006  c¢) x=821,44275

12.106.8) x=28,06678 by x=0,017234 c) x=0,0556989

12.107.a) x= #345,9 $4/67,3-1109° , y = /673 11,09°: Togy = logy67,3-11,09°

log67,3+3log1 1,09

= logy= - = logy=2,48140 = y=302974.
x=3/3459 + v =1/345.9 + 302,974= /648,874 = 8,65738.
99452 [11,78

by x=

= {),1678696+0,99258 =1,1604496
A 34, 333 3 A445%

12.4. Logaritamske jednaéine {jednadzbe)

12.108. Logaritamske jednadine rjeSavamo u oblasti u kojoj su definirane. |
Ponekada ¢eémo prvo odrediti oblast definiranosti logaritamske jednacine, a zatim
Jje rjesavati, ali éemo Zedce traziti moguca rjeSenja logaritamske jednadine i zatim
provieravati koji od dobivenih brojeva su zaista rielenja.

a) x=1000

b x+1=100 == x=099 <) 2 = x=3
12.109.8) x-1=10000 => x=10001 b) 2-x=10" => x=179 ) +S 1 = Xemed,
12.116.8) logx-+logd=0 o 1004x4001 & 4x= & x=0,25.

b) 2Iogx+10g2ﬂv1009b => logx” +10&r2 log98 < 1002x “=10g98
© 2x'=98 & x’=49 => x=7,(broj-7 nijei riedenje potetne
logaritamske jednadine zato §to jednadina nije definirana za tu
vrijednost varijable).

¢} 3logx-logi=log?s =» log%x log 2555; =25=x" = 125 = x=5

12.111.8) loga(x™D=1 => x-1=3 = x4 = x=t2.
b) logs(x’+1)=1 =» x™1=5 =>  x'=4 = x=t2,
&) logr(2x-D=1 => 2x*1=7 = x=d => x=H2.

i2.112.a) logx+iegd=3 =>

logdx=logl1000  => 4x=1000 => x=250.
b} logx+ioglo=log48

=> logibx=logd8 => 16x=48 => x=3.

¢) Zlogx+logb=log150 =>logbx’=logls0 => 6x'=150 => x=5.
12.113.2) }og,(—l}:f; o mim_;[l.) R Y
: - 9 :

X L?U'““ X

244

b) log(Bx+1)" =0 =>@x+1) =1 =5 3x+l=%l = x =0,x, =g

32 2 132 2

1 . ' i ; o
<) *“10@ 1 R 1+ mi _5:———1— «> lo —E:ww}L o o x 2 :.}_ = x=4,
x 2 £
5 ’ 2 2 T2 .

12.114.3) Nema rjeSenja. b) Nema rjefenja

<) Nen‘:faa rjeSenja.

. X x : oxflx o : % :
2.1152) log—+logl ==—T1 = e et B —==11=
1 5.a) 0g4+ og{:Z 1) 0 = 10g4{2 1] Iogi;.ﬁ 4[2 _1) 1

5

X
8 4

b} iogz-(x_ml)ﬁ-logr,(x‘%—z) 2= og (x— i)(x+’?)
= (x—1fx+2)=4 = x*+x-6=0 = x

LooFe) = 22 o24-8=0 = x:4;

og., 4

2.

c) log3(9—2,t)+10g3,x22 = log, x(9-2x)=1log9 m) x0-2x)=9

= IX-O%+9=0 =

X]é—::‘}, ngl,s .

12.116.a) Jednadina je definisana za 2x>0 i 4x- 1_5>O i 4x-§5¢l,fodnosn:o_,

i . . . i, v
x> ?fw/\x # 4. U oblasti definisanosti jednacine vrijedi:

log 2x
log(é}.xwli)

2x ={4x—15) =>16x

=2 fog 2x = 10g_(4x - ].5)2 =2y =(4x 25)2z:>

122.i\f48
Xy=
- 32
. 2logx ; -
by —=—=2 & 2ogx=4—2logd = logx 100E00{}0 25
2—-log5
=> x'=400 => x=20.
02X w9 & logr=2-2l0g2 = logx=1log100~1
1—-log?2
= logx=log25 =2 x=125
L . ooxF x
12.117.a) Jednagina je definisana ako vrijed: f—~—~>0xx7 ‘_ >0, odnosno,
: . X Lo X
O<x<2. Za vrijednosti varijable x iz ove oblasti je:
+ 1
legsx 1ﬂlog5 x AL = (x+ )(2—:,)::
2—x X 2—x
' 2 T e 1x17 ' +
= %X H2x=x m> 2XPx-2=0 =xg, = R Rf:z.:x:I 117
b). log, V2x -1 =log,(x~2) = V2x—l=x-2 = 2x—1=(x-2¥
* 50 5 ' ' s '
245




= xGxHI=() = x~—5 {Drugo rjesenje kvadrame jednacine ne pripada domeni
date logaritamske jednadine).

c) i{)g”(x “3)“10511(31 5)—“-“~'>(x"-—3):(3x—5)_“_*>x —3x+2=0 => x=2.

X 1-%«/5
X = .

12.118. I 1 =1 —} = =
Y log, b= 1)=log, - 1+ x _::’ AR 2.
log@x 5) 1

loatx —Sj

b) = 2og(2x~5)=log(x? ~8) = (2x—5)? = x* -8

i{
7
C= 21‘Og(i"3)ﬁiog(x2—~21) = Gx=30 = x5,

= 3x° -20x+33=0 = x, =3, x, =
logx— 3) 1
loax —97 P

1 . . _
12.119:2) x=1 b);'x:E 12.120.2) x=2, x=3  b) x=48  ¢) x=20

12.121.a) x=6, x=-2 Cb) xe=-1, x=2 e) x:iv%
12.122.0) x=3 | by x=3 " ¢) Nema rjeenja.
12.123.a) Nema rjeSenja. b) x=2,5 12.124.a) x=3 b} x=3
12.125.2) log{log x)=0 = logx=1 => x=10.

b} log,{logx)=1 = logx=3 =3 x=1000.

c) Tog,(log,a)=2 = log, x=4 = x=3" =81
12.126.a) x=10"" ! by x=128 ¢y x=4 .
12.127.8). log s log, log, (x—15)=0 = log, log,(x~15)=

C=> log,(x—15)=2 => x-15=16 = k=31

b) loghog2 fog, \/;wHJ:O = log, log, Vx +1=1
=5 10g, log, VX =0 = logsWx=1 = Jxr=3 = x=0.
) iog[3+lioc(]+x}]:0 = 3+ 2log(l+x}=1
> leg(lw):—l TN S
He; 10
12.128.0) x =515 | b) x=1,1 o) x=2, x=4
12.12%.a) Jednacmaje definisana ako vrijedi: x+2>0, x#-1, 3x%-12>0, odnosno,
2. log,,, (35" ~12)=2m3x7 122 (x+2F =2’ =20 -8 =0 = x =4,

b) logs[log!”xwfﬂog, x+5]:2, = log,} x~3log, x+5=9

5.

(]

—

::;]og;xmrr —3zﬂ4 O:)?]—difvév}:)xl:-]wg x, =2,
") N R ) - . 3

]7]3021) x=100 . b) x=100,x=1000  ¢) x=10, <210

246

12.131.a) x=10,x=28,94 b) x=0.x =-14+10

60
12.132a)-x=2  b) X"—’ﬁ—z- 12.133.a) x=—- b) x=1, x=3

59
12.134.2) x=0,99 b) x=5 12.135.a) X"—-% b) x=10, x=0,1 ¢) x=100, x=0,01
dy 27°EE. SRS =400 < glosn 5ot 2400 &5 2078 =20

e log, x=2 o x =9
12.136.2) 3% 20T 2304 e QREX . pRET 304

< 18'ss m.E82¢:>10g5xm2<::>x225.
i)) 91g97_\  nilog x =136 ¢$9lng7.xt _4iog—,x :36@3610371- = JG e k-}g7 x=1=x="7.

12.137.2) x I 000 @ {340%}109:1@900 PN 310gx~miog§10gx:iog9+2

34 logty(1-log)
& Tog’ x—(B+iogdlogx+2(ogd+ =0 & . @ logrmm——rf—

3+log3tfl-logd  3+log3x(l-log3)
2 o 2

< logx = =» x,=100, x;=30.

2 e oy
b) Uputa 572 =50 /50 @ sheze =1 @ 5"“'(2‘“} =1

1oy? ‘
< ('5-2‘“‘“ 1 =1 = x;=22, 1, =—(1+logs2). o) xi=1, x, =2 +log; 2).

) log; (37 +6)=x 37 4637 @37 -3 =637 =3ma=2.

12.138.a) log, (5™ -mzo)z,\ s‘*‘ 20=5" €5 =37 =205  =5S=x=1.
b) locr(z tx—d)=x(i-logs) & logl2’ +x-4)=

@& 2 rx-4=2" o x-4=0 & x=4

12.139.0) log(6-5" —25-20 )= x+ log25 1ong

25
@Eﬁﬁgfﬂmmx & 6.5 =25.207 =25-10°

& 25.20°425.10°—6-5" =0 & 254742527 -6=0

& 2 =, >0, 2517 425t —6=0 = r:é = 2 xé_

=> xlog2 =-log3 . .=> x=-2,3219. . b x=4

12.140.8) 10g;(2‘—1)+10gq(2‘m3) e tog,(z‘—l)(vuz,)gogﬁ
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@ (’2"”‘—1X2"—3):3 & (2“)2m4-2*=0_@ 2‘(2"‘—4}:0

® V-d=0 e 274 o x=2 b) x=1

12.141.8) x=0, %=1 b) x=0, x=1 _
12.142.a) x=2 by x=logy 28 -3;x=1log, 10
12.143.2) x=1, x=2 b) x=13

J I s C
12.144.2) logxtlogi=l & —— .’ =] @Mm:tl < logb=logog3

log2 log3 log 2iog3
& log, 6=log,3™ & 6=3""cy Jop6=1log. 2-log3 & log, 2-:?&2
’ ’ 0g:

|
& log 2=1630929 &~ 1630029 & log, x=0,613147 = x=152959.

Of, x
1
b) log, x+log, 222 & log, x+ ———=2 « (Jog, x)° —2log, x+1=0
. 0g, x
= 10glx:§ ES g C) X=3
i

12.145.a) log, xt+iogy, ahd=0 e e g

+4=0 & 12jog, 3=—4
log,3 3log, 3 }

T

1

f T
= | JEo— o =3 g = "y N
og, 3 3 S 55 by x=16 cy x=1i6

12.146.2) x =25, 1 =45
12.147.2) Preiaskom na bazu 2, dobivame: |
fog,, tflogg v+log, i= 19 — log, x . log, S . 19
36 fog,16  log,8 36

by x=2,155. ¢) x=16

fog, x| log, x
- T
4 3 36
b) Uputa: Preci na logaritamsky bazy 3. Rezujtat: X o= A3
12.148.a) Uputa: Sve logaritme izraziti pomocu fogaritama po bazi 3:

. log- x logs;x 4
log +-logy )"]f)ggy)tz‘g @ log, x —=2 0 2R o

3

=]

23 3
& (].ogx)3:8®10g3xm2 Sx=9, b) x:i <) )(:—1-
4 25
12.149.2) x=0,x=48 b) .x'n?l; ¢ x=1
12.150.a) Prelaskomna logaritamsku bazy 2, dobije se:
Eioﬁfi b ! 2 !

Iog\é-iogf@mlogQ:U >

4 10__%2“* log > logx 7

248

19 )
Tleg, r=— & IQlOgl,\r:? = x:».\/z)j_

1"?"10%)6. logr-2 logx -

0

@}ogfx--klogzx~2:0® log, x=-2viog, x=1 = xzé,xmz

by x=4, X=8 c) _x':9_,x:%)~_

12.151.2) x.:l ) x:H—If 312.1523) x=-4 b)) x=16
4 . 23

12,153, log, x-log, x-logs x = log, x-Tog, x +log, x-logs x+log, x-log, x

Do o b ] 1 1
fog ,2-tog,3-log.,5 ‘log 2-log.3 log 2-log,5 log, 3-log;5
l=log, 5+log 3+log 2 < 1=log 30 ¢» x=30.
Kako je logaritam od | nula bez obzira na logaritamsku bazu, iz poéetne jednadine
zakijutujemo da je x=1 jedno rjedenje date jednacine.  Rezultati x=1, x=30.

. o e
121548y x, =2,x, =3,x; =--~—.1-—,'x4 =1000 - b)) x=—,x,=39
i 10 9 7
_ o H 1
12.155.8) y= - b} x =2, x,=—
2472 ' o4
i
12.156.4) %x=4, x=8 by x=lLx =35 xy=—
: 23

12.157.4) Zaa>0ias=], x=a

by Zaa>0 E a#l, x—a.
12.158.8) Za [ai >0 Ea%;t\;’f?,, Xy =—loay =1 :

by Za a=1 xe (0, DUI3)UG 4
sl st

- I ' L TR T
12.158a)y x :*6, x, =100 Uputa: Logaritmirati datu jednaling uzimajuci za bazu

broj 10. Tako nastaje jednacina log® x =2+ log x, odnosno.
log? x —log.x ~2 = 0. Smjenom logx=t, dobivame kvadratnu jednaginu
=t 2=0 1 =1, 1, =2, '
0 x :—~1-», X :——1——; =
V10 10000
12.160.a) Uputa: Logaritmiranjem jednagine, uzimajuéi za bazu 10, dobivamo:

X =10 c)

(1-logx)logx = -2 < logzx—logx-i-?Z:O => X, =3%,x, =100.

b) x;=0,1; xo=1000 _ ¢). xi=0,01; xa= 10
12.161.a) x,=0,0001; x,=10 b) x,=0,01; x=100 ©) x=0,1; x,=10
12.162.a) Uputa: Logaritmiranjem jednacine (uzimajucibazu 10) dobijamo

" jednaginu  xlogx=logx , odnosno, (l-x)logx=0, ¢ijim rjeSavanjem odreduiemo
njeno dvostruko riefenje x=1.- S : )

549



b) Logaritmiranjem jednagine dobivamo:

~.17 - X i s
‘/;k’g":““gl"gx‘@*(g“ X}ogxzo & —)5%«/5 =0vlogr=0 =x =L, 4.

c) Zadatgk rjeSavamo kao prethodni a) 1 b). Rezuliat: x =1 x, = 1/_'2'7‘_
12.163.a) 1=1, x=9

I ' r :
b} x :g’, Xy =6. Uputa: 6% * = (6‘0261)"’36* o8

_12'164'3) ng; _ b) x=2. Uputa: Datu jednadinu transformarame na
slijededinadin: © logy——" 444 =k e 4 44
2'”1 -3 2\+1 3

Ako ui'z.n.lemo.smj.em; 2*=t, dobivamo kvadratnu jednadinu 17-3t-4=0.

12.5, Log’aritamske nejednadine (nejednadzbe)

12.165.) logart © logyd 00I6 ® x>4.  b) 0<x<256 ¢} x>27

12.166.2) logx<3 € log gsx<log:27 & Oax<27, b} 0<x<3¥ o) 0<x< {3
12.167.2) 1 b Ox<l ¢) Oax<! 12.168.2) x>1 b) O<x<l ¢) O<x<l

12.169.3) <X< b} x>-1 c) m33<x<~]».

2

A . 1
MJ o) xe {-333, j)
. ]

12.170.2) x-1>og\x~1<1oo > Tex<101. b XG{

E\J!Ul

12.171a) x1>0A%-1<2 = Jex<3
b) 254558 A X-320 A 2% £55%-3 = x>3,

12.172:) 4200 4-2%<5 2 xe-_(t 71? 2} b) 35250 A 35252 => x>
| 5

f’
12 ]
12.173.a) i3 6} Bl xe (9 +o0)  12174.8) xe-1. -l<x<l, xod
o) }Qgﬁ(zfr~+5x+l)<0 = 2.x2+5.1j+'1>0x\2x‘2~%~5x~?~]<1

n

- (e

xe 22X o
27 4 4

121753)).6(w°%m “r] (‘/_ 3 m] by xe (- L, 1)U 3, 5)

12.176. a) Razl omakjc pozitivan ako mu brojnik i nazivnik i imaju isti znak (ako su
oba pozitivniili oba negatvni). Rezultat X e (O I)U(S + oc)
b) xel0, I) cey xe (L 2)U (34 )

250

12.177.2) (x+16>0 A log, x>0) v (x+16<0 A log, x<0)

7

7

= (x>-16 AO<x<i) v {x<-16 Ax>1) => O<x<1.

logg,0s

loggos x

b) ————>0 & logj,x>0 & O<x<l c) 2 )

x* 425

logx

& (x >0 Alogg g x> Onlogx > O)V (x >0Alogpe ¥ <Onlogx< O) W oxe @

-2 — -
12.178.2) log, =<0 A L I P DU I
b x 1-x 1-x 277
4- 4- -
b) log, >0 @ B Wit S DI SN
2+ 2+x 24 x
*-2x+1 2 2x-+1 P -2x+1
<) IogHMn——<O¢:> o A e xe @
x—7 x~—7 x=7
121790 log, 2leo o 2T o2l o Loion
3 1-x l—x 1-x 2
b) Togysotts0 I N I S
R T4+x I+ x
1 xt -1 K-
c) logge <0 &= — >0n— > & a<=3vx>3
Toxt -9 x° -9 x° =9 '

12.180.2)  x& (-3, — 1)U G+ co)

153! xez;(
\
12.181.a) xe(ﬁ, l}u(z_,:;)
12.182.4) xe (=311 wil)uti m)
12.183.3) e {0, ]U(h, 4]
12.184.a) x (
12.185.a) xe (4, 1+ 23]

12.180.2) x& (0, 2)U(3, +=)

12.187.a) xe(E——«/ii)U(}i! 2+J§]
R 4] 114

12.188.a) x=[2, 4ee)

by xe (~10, = 4)U(6,+ )

by xe {L, ;;}U

i
by xef—, 1
)16{2 )

0, — } { 2, + oo ) by xe (-1, 1} © x.e((}, 10“0”]U(10“3°,+oo)

b xe (1, 1}

b) m(Oi)UL4 \

)

L;JE

b) x& [3 Yoo}
) xe (o0, 2).

251



12.189.8) xe|o, -
3

] o
12.1908) xei|, log, +‘“?_)
T2

12.191.9) og. 2 5
Y |logs s 2
121922) xe (I, + o)

12.1938) re| l] L
d) xe& LGs 4 U[4, + )

5

12.194a) x>
LT

12.195.2) x> 1
12.196.3) xe (0, 3)

[2197.2) x>1 b xe{w%—, O]_U(O,]]

252

b xe_(o, i—)u@- 1}u(4, foo).
b) (Io.gg 5, ]—)

by 1,7<x<2

b) xe (0.1)UW39)

b) xe bogJ V7, log.? 'ij o) xe(-2,1)

b} x>2 A xz3 ¢} x> -5

b) x =11 ) Dsx=l

by xel-1, 0)U{0, 2)U(2, 4]

S A2.3988) x22 . b) 15x<3

13. OSNOVI TRIGONOMETRIJE

13.1. Orijentisani ugao (kut) . Radijan

b 3 w b bia T
13.1a) — by =w = d2r 1322 -— b — o— d-—
3,5 BT oo d B o9 )13
2 [ 5
13302 w3 o T T 1344 ca00mm 1807 x= o by 28
T3 4 3 3 S | 9 9
¢) 1 d far 13.5.2) 180° by 360° ¢) 7200 d)-360°
45 45 4
13.62) 90°  b) 60° ¢) 45° d)30° 13.72)120° b) 150° ¢y 300° d) 450°
13.8.a) “210° by 135° ¢y 330° d) 225°

13.9.2) X 1=180: T = x=180:q = x=57,2957795¢ = 57917 44,8” .
A by 171°537147 ¢) 28628447 | d) 630°15°13"

13.10.4)-229°10°S9" | b) -114°35°307 ¢) -1031°19°27° d) -14495°49°56
301 ]

108°

13.2. Trigopometrijska kruZznica i predstavijanje uglova (ki:teva) u kruZnici

]3..]2_3.) 902 EO"R /C)/%iio\ . d) 3g0°

13.17. Pronadi tatku na trigonometrijskoj kruZnici koja odgovara datom broju:

ZREW S



13.3. Definicije trigonometrijskih funkcija na trigonometrijskoj kruZnici

13.27.4) b)

13.29.a) Drugom b) Cetvitom  ¢) Cetvrtom  d) Trecem e) Tredem.
13.30.4) 3 by 2 13.31a) 9 by 1 13.32a) -5 by 3

13.4. Definicije trigonometrijskih funkcija oftrog ugla u pravouglom trougiu

1333, Pagfab?, 6210, sincr=b=0 =06, sinf==08; cosa="= =08
c 10 10 ¢ 10
6 , b 8
B : cosﬁ:fi:m_:&é, rga:—g:E:Gf/S, crgo =—=—=133
¢ 0 b 8 ' a 6
b B a 6
a t ::»--'.:,.——-:133 f :"_—‘7:0975
ef P cigf L 8

13.34.a) b=3, sina=0,8; cose=0,6; tg(x::;m; ctgoe=0,75; SinB:O,G; cosp=0,8

tgB=0,75 b) «a=12, sina=08 , sin =00
13.35.a) Treba konstruirati pravougli trougao Eija je kateta a=4 i hipotenuza c=5,
b) Konstruiraj pravougii trougao ¢ija je kateta b=2 i hipotenuza c=3.
¢) Konstruiraj pravougli trougao &ije su katete a=3 i b=7.
d) Konstruiraj pravougli trougao &ije su katete a=6 1 b=11.

_ _ . Al A
13.36.2)1 b) - V322 LR Rk ERESIN O
2 2 2 3 :
13.38.% 13.392) 3 b) 2431
' 13.40.8) l-zgﬁ b) 4++3 13.41.a) 1 b) ‘ITZ ¢ %
5 - 96 i ‘
347.a) = T . D) ~— ¢y =
I a)_7 : ) 2] - ) 9
255



13.43.a) sind49 = 06946583 | cosd40 = 0 ;7193398 , tgd49 = @, 96568877
ctad40 = 10355303,
b) §in530 = 0,7986355, c0s53¢ = 0,6018135, 1g539 =1,3270448,
ctgd30 = (),753554
c) $in279 = 0,45399, cos279 = 0,391006, tg270:; 0,5095254,
ctg279 = 1,5626122
&) ';11142 340 = 06735287, c0842,34° = (,739161, tg42,34° =0,9112069
e) sinld370=0,292371, cosl4570 = 0,956304 , 1r14579 = 0, 30573068

13.44, Odrediti vrijednosti trigonometrijskih funkeija datih uglova:
a) sind2=-0,9165215, cos42=-0,399983, 1g42=2,29 13879, ctg42m0 4364167
b) sinl5=0,650287, cosi5=-0,750687 tola -0,855993 | ctgl5=-1,168233
c) sin32=0,5514266, 00332:0,834223 y tg32m0,66-1-006' . c€g32:1 3 1 28455
d) sin(-12) = 0,5365729, cos(-12) = 0,8438539 , g{-12) =0,6358599 ,
ctg(-12) = 1,5726734 : :
&) sin(-676,47)=0.85603, cos(-676,47)=-0,516892, tg(-676,47=-1,6561479

13.45.2) x=48%38" b x=16"58°46" &) x=13° 12°67  d) x=11°18°36"
13.46.2) x=71°15'45" b) x=82"52"37" <) x=85"2718" .d) x=-4"34'26"
13.47.a) x=05685016 b) x=2,183156 ¢} x=1.2627566 d) x=1,054995

1348.a) x=-1,075802 b) x=1,0701416 ¢} x=-1,2627566 d} x=0,0006588

13.5. Osnovni trigonometrijski identiteti

~ P . 3 2 . ] .
1349, sinoercos o=t => cosO=l-sine  => coso=F+1—sin" & . Kako je o
- u Cetvrtom kvadrantu, a tamo je Kosinus pozitivan. ispred korijena treba uzeti znak
plus.

{0} Neoqaa (35 s sinar 1
5 s =

cosO= Y l-sina =

]

i s = re—m— TR e
VU e e
13.50. sin"ot =1- cos’ar =>

-
sina:wﬂ—coszcx:mél—(‘w —~\/| 6 _:--J?‘s'“}é :»—3_

u;:

COsS X

; 25 25 5
13.51_cosamf\/i_sin2;:~\/l 1o ‘/LQQ_:J_“_“ L[5 s
169 169 1()9 13
i 2
fgol= AL }", clgll= —— i :mi
cosa 3 g -
13.32. sin0=v1~cos’ar = “{*m} §2i—49 72 6 '
Ty \]17
clgos COS (¥ :MT_‘/:

singe 12

13.53. clgom—t— =+ sinam—n@ . 3 .03 3‘“} JPSes S S—L o
rgee 3 Jl+zga ‘/1‘r9 o~ _ 2 \m 10

1 - 1 15 clga 2 25

1354, rgoe = sint = = B e Tt COSCL T —pm e Pl
2 Ji+ctgba  V1+4 v5 8 V’qﬁnczgza AR

i : : N 4

13.55.a) cosex ::—2—, g =§: crger = % .. b) sing :% tga:z% ng(x:—ég

37 zga3-7ﬁ

c) igor=""l sinpr=- e dy ctgor=—,
7 - w74 oA

since. . cosr
13.56 Sina"i"COS(xvcosa cOsS mi‘g(me__ "2+1 m 1
e cosa—sing . €OS®  sin®  l—rgar 1-(=2) © 3

COSX  Ccosdt

! 12
1357, — - L 13.58. 12
1339, rpot+ctar=3 = qmcxwi e JOE RN —— =3 = dinocosgr=—.
Costy  sing SINoECOS 3
T sm U+LOS o
18200 — e e g Pt g Por — %Tcrg B e I
sinoccosa ) sin” arcos” @

Jata. L2 2
sin &r +cost o) —2sin acos o

-“9([ —2sin” ou,os C{) 9(1_’) “_) 34,
sm QoS o 5

13.60. a) 10t orgier = (1p0 vergal ¥~ Dgoetgor =252 = 23

b) rg'o.’+ctg“cx w( ga+czga)(rgﬁawzgw:rg(xﬂfrg oc) 2;5 (25-3y=110.

13.61. T7§ 13.62. 7—3 13.63.4) Sinzx b) sinx ¢} —cos®x d) 2c0s” x
13.64.2) 3cos’x-3=-3{]-cos x)— S3sinx b) Zsinzx ¢y 0

d) 3-sin“x-cos’x = 3-(sin"x+cos’x) =3-1=2
13.65. a} 2cos? o by 2cosar . ) cos o

13.66.a) sin’ x—cos' x—sin’ x+cos” x =—sin’ x(lw\m x)ﬂ:os L(§ coS“,\)
= —sin’ xcos * x+sin” xcos? x =0
CL g . 2 4 _'..._2 :2 75_
b) sin” x-+2s8in”° xCos” x-+Cos x={8in" x+cos” xj) =1
¢)  T—cos® x+rglxcos® x =sin x+sin’ ¥ = 2sin” 1.
sin” ¢ f—cos®a (1wLosa}(i+coscx}

13.67.a) = = =<l—cose .
cosa—1  cose—1 w{l=cosa)

3]
L
]




singe  sin : : S T a -
sna  sin B - b) sin‘os2sin®ocos’orcosto= (sinfo +costa) =17=1.

g LigB " . - . . ; ; ) -

B) __glﬁgw,_?___u cosa cosf  sinorcos B+ cosasin B _ _ 3 13.74.2) sinoncos’o=(sin’o-cos “o(sin e cos e =sinorcos aL

ctga+cigh cosa  cosf sineacos B+cosersin § - R Gin?

e sing  sin B ' : b} (1+t-g'-(1)(_5{}820¢_»-[1+—~—1—-~m]c0s a=cost qdsinta=1,
) ocosT X
1
o :Eczgzawl ton -l 2 in” o .o [cos?a+sina

¢} S _loe T B2 igre o ctga i-tg L 13. 75 a) (1-cos a}{lwé-tg )=(1-cos ) o & e L B L

L~rg%e o crgor 1~1g%0 1 l-tg%a 13w . _ cos” & Cos” &

go . o sjnza
._ 2 2 2 2 2 2
: e 22 . octg'ol = cos o 1+ctg'o) =

@ 2sin? oc—-I 2(1%05 o1 P-Zcostax | i 87 b) cos‘ocos oty . ( o o)

f~2cos® oc i—-2cos’a . 1-2cos? T : : D 2 2 '

clesCusTa : . SR EdcosTa cosTa@ o
]3'68’&.) sinx ~ cosx b) 1 ¢) 1 d) cosx 1 S T T smie B
. 2 . . i .
"13.69.3) LFoosx, 1 IHeosx Y d+cosxy | 14 F2c0sx v s’ x 5 cos’x~1 1-sin’x—-1 sin’x 2
sin | simx ! L R = : 13.76.a) =S =. =1g Xx.
) s x sin® x T osin*x—1 l-cos’x—1 cos’x

_ b o .
= L;JS’* sin’ x H+2CGSAJ~COS * _l+cosx 2+2c0sx  l+cosx 2i+cosx) 1 : Scosx—4  3+3sinx 20&:091+25cos x-16--20cosx—9~15sinx+153sinx+ 255m X
sin”x sin’ x sin“x  sintx. sincx sin x Ta ' 3—3sinx 4+5cosx 12+15cosx—20sin x —25sinxcosx
by 2 L. _ gy ' : _ 25-16-9 -0
sin x cOs X . 124+15¢cos x — 20sin x ~23sin xcos x
P+sin x x — : 2 ] P : : 2y - L
13.70.2) I sm x (i +sin x) - {1 —sin x) ~ . & T _ I cos"x I-—cos 1
l—~‘§mx 1+ + - - = - O .7 1 T
$in x P=sin x)1+sinx) Y (1-sin x )0 +sin 1) ‘ sin“x  7g'x  sinfx  sintx sin” x
inx)? | il . o l—sginx {b—singdcosx (I—sinx)cosx 1—sinx)cosx CO8X
= m{_\/ﬁm :JQfSIHx)' N I(f-—sm.’r)' l+siﬂx+¥~sinx 2 d) 2{ s 7) :( )7 = }( - ) - :1 ——
ennd : I et = = : : SX & ¥ ST X ~ &SI +stny “+51nx
P-sin® x 1 l—sinT x cos? x V cos® x - COsY cosx CosA: ) cosx Gos & L-sinx ( ) )
1 : . X 1 P 1 L2 2. [
b — ; . 1-2sin" x sin” x+cos’ x—-2s8in” x cos” X —~SIn” x
L ¢} 2tgx ctox=2. 13.77.a) — = - - e Sy 5 —— == |
- smx ] v _ : 2cos” x—~1  2cos”x— (COS" xA4sin” .x) cos” x—sin” x
5 . . ) . - 2
: ; : gin 2 CO8 cos s X COs™ x 1
13.71. cos? x = [—sin? x:I_(\f]‘i"-‘?’tm'\/l——m T+v1-m? _ 13.78.8) SR S 1.5 S e o =
o AR S P TTTTTTTT  F Srre—ee— Ltcige I+igy | €OSX L SINX  sinx+cosx sipxtcoss  sinx-+cosx

5T b= 5 :
K ) : - SN X cosx

3 :‘£+2m'¥\/(V1wfrz+ 1—~m)2 Nleml-m . Qinzx_coszx
Ty TS =

]
b) sin x—cos? x cos x costx _tgix—1

| 2 2 Sin X CoS x $in xcosx tgx
i o SO e A : B
sinx cosx =4 TAVI-m £+’?2.+ﬁ“”1 _ (‘V}Hm} _K( im )Z Vem=(l=m) _m 2 o
) = * - - T . X X v : -
137 ' . 4 4 2 {SEH“"'"COS“Z“} -1 1+ 2sin %‘cosg———l QSiU%CGS%-
72.3) § 2 ' - - -
2.2) (Slna+cqsa} e --_1-—1-i-2&.1;105005(::~~«w_———-—ww2 e ] 13.79.a) B Y e x X - x x x
190+ cigt sinor | coser g == sin =cos — sin — v x Sin T sin Zcos” E)
_ ' . coser  sing 2 2 2 gin ~2—cos = 2
= 2sinacosa . 201+ COS ~~ ’ cOs —
ZSIHCXCGS(): Ty e "MZSIH(XCOSO{ﬁZSinaCOSa:O b) M%m.__..icosal . 2 2

Si la+ cos® o, o [COthg

13 7
73.a). sin *oe +sin“oicos’ o-cos o= sind oa(sm O+C0s” (x)dv{:os o= sin‘atcos’ a—I

258
259



Lox x X
2sin _2—00525 2eos ® =
X
= - . = . Zerg &L

. . A .
sin = —sin ~cos 2 2 sin 2 & 2

2 2 2 2

2 T .

b) [ [ 1 ]_-cos x l-sinx sin"x cosx - '
L“*" COSX | ———sinx, e = e S SINXCOSK .
cosx ‘8Inx cosx sinx COSx  sinx

13.80. . sSinx_ cosx :sinx(cosxm_s_inx}—c’osx(sinx-i-(;'osx)__
SinX+c0Sx  cosx - sinx {sin x+cos x {cos x —sin x)
-2 2
_ o, sin”x  cos” x
:sm,tcosx—sm X—s$in xcosx—cos” x sm x+cos’ x costx costy fgtx+i
3 = =
cos’ x-sin? sin” x —cos’ x smz cos® x igix—1 -
~
cos®x  cos®x
. e 2 .
2 anl. ST, .sm_oc(iw-gos cr)
1B8L wlo-sno = s—osin g = g fo-sinl o
. COs 7 o cos?

. . - . 2 2 . R
382 sinx+cosx=m => (sinx+cosx)’=m’ =>1+2sinxcosx=m’ =>2sinxcosx=m-1.
m(l—m® +1) _m(2-m")

§10 K +Cos7K = (smx+cosx)(sinzx'—sinxcosx—:—cosgx) =

2 2
13.83.3) T_@%ﬂj b) T+2m° —4m*
2

13.84, (m & +cos (x)—?(\, o +cos O’)
3( in" e +coy’ a) (\ in" o +cos®afsin® @-sin* osin® o +cos™ Cf)
=3hin' e +cos? ) 2lsin o~ sin®asin®a +cos a)ﬁ

=3sin* o +3cos? o =2sin" o+ 2sin’ rcos® o — 2cos’ o=

= sin'or + 25t orcos” o+ cost o = {sintex +eodaf =1

s Y 5 sina
eos” ol T+ —— |=
sinex | Cos &

13.85 sin’ oc(l+ucrc£) +cos o | +igol= sin” a{l +

) .9 -
= ST+ SINT G Cosa + cos” o + cos orsin e =
N 2 . '
S O8N +20808) +cos’ ar(coser +sing) =

]

i

oi 2 e 2 . .
(8in” & + cos” g)(cos e -+ sin &) = Sin o + Cosy .

; sin —

13.86. smw——:s;n 2.5 :zgig],{f_cosi = cos i A5
15 15 i3 15 - T

2sin—
iz ( 2 I 2 sin
SIHTS"“ESIH L= 1= 28in Ll pos s s oS m LS.

{715 ) 13 15 .. -
2sin
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Analogno se dobije:

8 . 60 .. [ .= L ox
T e BITH T A e iy
f’f‘; sin 15 , §£ .sm 15. _ ( ]5]_ .;.,mls ‘
15 2s m@- 15 Zsing—ﬂ: 2sin§£ 2'sin§E
15 15 15 _ 15

- §in - TL‘

?Z;f = ———5-5— COS{
: 2sin v

13 _

Zamjenom dobivenih vrijednosti na lijevoj strani jednakosti koju dokazujemo i

sredivanjem dolazimo do vrijednosti j—f .

13.6. Perioditnost tno{mometrqsklh funkcqa

1_3.87.21) 2 by2rn cy2r d)2x 13.88.a) Irn b) 2 c) 2r d) 2m

13890) T= =% 4y on B .
4 2 : 2
7 4
13.90.) 2 R ) T:%:m’i
4 ¢
13.91. f1. % j =9sin 3 A+-J 9%1;1(1\,4'75) ~9sin 3k, pa w_;m‘]e. period date
- funkeije. . '

13.92.0) sin3_905 = $in(360°+30°)=sin30°=0.5 b) 1g765° 4«{4 180°445)=1gd5°=1

¢) cosd05° = cos(360°+45°) = cosd5® :g

d) ctg7S0° = ctg(720°+30%) = ctg30° =</3 -
13.93.4) ~%_ )1 o2 13.94.2). -8 b) 3.

13.95.2) sinl 130°=sin(3-360°+50%)=sin50° b)) cos800°=cog(720°+80%)=ccs80°
c) €015]O°—-€g(8 180°+7{}°)—t070° dy ctg2405°':ctg(13-180°+65°)

13.96.a) sm— Sll’{?ﬂ-ﬁ—w —smEwﬁ I o)) cos}m%i:co_ 6+ ::ca_s_irm:i
3 3 2 o ) 3 ] _3 3 2
' 250 743 - o [ Y @
c) tg~—=tgl dm+— zm:m— .od) et = ¢1g) 28 +— ='ctg —.
B R
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13z 177 ; .

13.97.2) 2sin—2 + 4 cos el 2 _ JE :

) 5 +4cos p =2sin . +4c05w~ém-i+2\r b) ) 0
r | - ,

53-98-3} Y %: b) Punkeija je uvijek poznwna! T :‘%{Em, ¢)

13.99.3} Period funkm;e y=sin J” 2xie p]_ a period funkcije y = cos+/3x je

:/—_z_
2

Paw:—@: Ako bi data funkcg;a b:}a periodiéna sa periodom P; tada bi se pertod; Pi

P, morali sadrZavati w'periadu P, tj. vrijedilo bi Lm ,fm':'k , pri gemu sum i k
prirodni brojevi. Kako Je odnos dva prirodna broja uvijek racionalan, a u ovom
shulaju e m -k = V2 V3 to posmatrana funkeija nije periodicna.

b} Fu“km}a y=cos~/3. x-rg«[— 5x nije perioditna. o
13.100.*Kako data jednakosr. vrijedi za svaku vrt;ednost od x, ona vrijedi i za

o RS
X=E+C Fle+2c)= fllx+c)+ {:] B ?Ej:g I+f§x§ Fx).
TI G

Kak-ovje H(x+20)=f(x), za svaku vrijednost varijable x, to je funkcija
y=f(x) pertodina sa periodom 2c.

13.7. Tngonometn;ske funkcije negatwnog argumenta. Parne i neparne
trlgenometrxjske funkcije

13.101.4) ::( X)= 2Sin(¥x)_~23mx-—f(x) " funkcija je neparna.
b) f( X)=-38in{-K y=3sin x=-f{X), funkcija je neparna
¢} f( X)=40082(-x)=4cos(-2x )=4cos2x=f(x), funkcija je parna
B d) I\(*X)m&:os(—x) -8cosx=f(x), funkcija je parna.
1 2.4) : epama b) Neparna ¢) Neparna  d) Nije ni parna ni neparna.
3.103.) f(-x)=3-(-x)ctg(-x)=3-xctgx=f(x), funkcija je parna.
b} Funkeija nije ni parna ni nepara
¢} Fﬁﬂkujﬁ(m}e ni parna 1 nepama d) Funkcua nije ni parna ni'neparna.
D 13.004.2) f(=x) = ) “Sm(mx) —_ +sm3x X —sin3x . .
‘ .~ X —8in3(~x) — x4 5in3x —sin3x f__(x), >to znati
da je funkcija parna. b) Funkeij , L
ja je parna. c_} Funkc_tja & parna.
13.405:a) f(-x)== (X} - tg?{-x)sm 2(- x) = e
Funk = - tg(- -3%)si’(-2x) = -x° - tg 3xsin*2x = -(x + tg Ixsin 2% #-[(x).
Tg" Cl}i nije ni parna ni neparna. b} Funkcija je neparna. c) Funkeija je parna.
106523 Fu‘nkmjaje parna. b) Funkcija nije ni parna ni neparna.
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13.8. Znaci trigonometrijskih funkeija

13.107. Sinus i kosinus imaju negativne vrijednosti samo ako je drugi krak uglau
tre¢em kvadrantu,

13.108. U cetvrtom 13.109. U drugom.

13.110.a) sm125 >0 b) sin320° <0 ©) cosl 16°<0 d) cos250 <0
13.111.a) Eg265 0r50 b)Y ctg573 >0 c) cos( 226M)<0 d) 5111(»270 g>0
13.112.a) sin72" cos100° <0 b) t620005m350 <0 ¢} cos(-95 )ctg( 100M)<0

13.113.2) sin77°-sin25°>0 b) cos67° - cos80’ >0 <) tg73%tg54%>0 d) ctg12° -
ctg86”
13.114.2) Funkcija je pozitivna u onim intervalirna u kojima sinus 1 Kosinus imaju

isti znalk: ( f—)u (IE %t—), i negativna tamo gdje su sinus 1 kosinus suprotnih

znakova( }{3“ }

by Uintervalima { , %]U{g—; funkcija je pozitivna.
c) U intervalima [ %\ ( , ) furkcija je pozitivna.
“ )N
d) Funkgiia je uvijek pozitivna osim za sinx=1, kada je vrijednost funkcije 0.

13.115.2) U intervalima koji odgovaraju trecem i Zetvrtom kvadrantu

N Y

soen (£ 5] wo5) 0 (33 o5 3P
13.117.a) xe 0, 7} b) xe{%, x}u(%’i 27{} o) xet z, 2].
13.9. Svodenje na prvi kvadrant

13.118.a) cos67® b) cos24° c) ctgd7® d) ctg76°
13.119.a) sin73° b) sin39° c) tgho” d} tng"

13.120.2) sinl120° = sin{180°60%) = sin60° =0, 86603
b) cosi50° = cos(180°-30°) = -c0s30° = 0,86603
¢) sin135° = sin(180°-45°) = sind5° =0,70711
d) cos120%= cos(180°-60°) = -cos60® = -0,5

13.121.a) tg120°=te(180°-60°)= -ta60°»«—f b) ct°135°—t0(180°-45°)— 1g45°=-
c) tg135° =tg(180°-45°) = -1gd3° = i -
d) ctgl50° = ctg(180°- 30°)--cr.o_30° 3
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]

13.122.2) cos210° = cos(180°+30°) = -cos30° = l’g_

b) sin240° = sin{180°460°) = _sin60° = A3 ‘

) cg225° =crgli80° +45° )= crgds® =1

d) sin210° = sin(180°4+307) = 5in30° = n%
1.123.a) sin225° = 5in{180%+45°) = -sind43° = - 2{%— ,
b) cos225% = cos{180°+45%) = -cpsd5° = 3[2?_ ,

C) lg24(}0 = [g([SOO'}'GOQ} P tgéoc - _\[’5 )

d) ctg240” = clg(180°+60°) = ctgh0® = —

o NG
13.124.3) sin315°= smﬂ(360°-45°) = gind5° =~ Y2

b} cos300° = cos(360°- 60“’) = cosB0° = —1—
’Z .
¢) tg300°=-1g60°= /3. d) ctg330° = -ctg30° = — /3 .
13:125.0) sind80° =5in(360°+120°) = sin120° = sin(180°-60%) = sin6(° = - V3 .

) 5in825° = sind5® = ¢} sin1230°= sin(3:360°+150%)=sin 1 50°= sin30°.

d) sin960° = $in240° = -51nG0% =

o | .

13.126.4)3in1290°=5i02 10°=-5in30°=-0.5 b) £08570%=c0s210°= —co&SO” -0, 866{)3
¢) cos1230%cos150%=-c0s30°=-0,86603 dy t096{)°wt0t060° 1,73205
13,127 a) cosd80°=c08120°=-c0os60°=-0,5 b) ct0855°vctcl 35%=-1
¢} tgl230%=tgl 50°=1g30°=-0, 57735 d) c05945°:tg22502tg45“:1.
13.128.a) sin35°=sin(90°-35%)=c0s35° b} sinl14°=sm{90°+24%)=c0os24°
¢) 5in160°=5in(180°-20%)=gin2(° d) sin325%=sin(360°-35")=-3in35°
13.129.3) cosR7°=sin3" b} cos215%=-cos35°
¢) coslil®=sin2}® &y cosd00P=cosd(®
13.130.a) tgl87°=te7” by (g280°=1g100°=-1g80 =-c1g10°
c) ct“451°—ct°91° -Crg89°=-tg|° d) ctgb0°=crgt0°=tg30°
_13.131.a) sin] [n=sin{ | 0n+7)=sinm B) cos23% = {Cos2AM+T) =cosn
¢} sin8m=cosln d) tg33,1m=tg(33m+0, I m)=tg0,1x

13.132.a) cos660°=cos6(°=0,5
¢) c1g930°=clg30°=1,732
13.133a) 5 R ) N
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b sin870°=sin30°=0,3
d) 1g585°=tgds5=1
13.134.0) -0,5° by 0

r{”ﬁ;}ﬁ

f
13.135.a) sinigﬁmm 36” 13% S 27c+~——-
18 2 9

T Smoyd . _52:7 :
- = COS 27z+— Wcos—————:cos i e i — G
13 2

b} icos. £l
13 13 26 26

DN (- R Y
7 s 7. &

13.136.a)* sin(B—; + o }cos(a - 3E)Ctg[§g~ + o ): -CostL co_seﬁ_:tgd: -SinOCosoL.

b) sin{o 177 )cos( + g (ég -0 ]: SInet coéd _c.tjgoc = oS 0L

13.137. Sin825°Cos(-15%)+c0os73°sin(-555%)+tg1 35° (2450
mcoslﬁ"cosb +5in15%in15°- t025°tg65° =
= cos 15°+sin’ 15%-£g25%tg25° = 1-1 =

13.138.

cos™ 696" +1g(-260"rg5300 —cos? 156° . _cos? 24" HgSOOtglOD—-LOS 240

tg 7520 +otg?342° _ 1g” 7"0+clg 18°
_ 1280°rg10° czn100r310“ oL e
crg 18° +cig?18°  2eg*18°  2erg”18° -2
13 39 Sinf-328° Jsin 958° cos (- 508 }LO&( 1022°) |
crg 572 ° tel-2127) |
—sin32"5in 58" —cos32"cos58”  —sin32"cos32" | cos32” sin58"
B crg2’ - ~1g32" - crg32” ' 1g32°

= —sin’ 32" —cos? 32" = (s;n 329 +cos’ 32 ) —i.
13.140.% $in395%in145"— cos(-505%c0s755° — ta(- 616°)tcr;94°
= 5in35%in35" + cos35%0s35° + t<7760t°34 =
= 5in35%+ cos™35” +orgta®gla® =1 + 1 =2,

13.10. Adicione teoreme ('fcrmuie)

13.141.a) 511128“’(,052°+c0528°sm2° = 5111(28"-%20) = 51n30° = @ 5

3

b) sin33°c0os27°+c0s33%in27°=sin(33°+27°)= sin60° = — = 0,866025

2
V2

13.142.a) sin33 cos10°+c0535°sm10“%3m(35“+1O°}— SinAs° = o= =0,707106

3
b} §1n85°c0s15° - c0585°sm15°-—sm(85° 15°)=8in60%= —\4;20,866025

13.143. a) cos33 cas?:’]“v smS sm3-7Ducos(53°+37°)-90°m
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b 00328°cos32°—51n28°311532° = cos(28°+32°) = c0560° »;m =05
14.144.2) cosd1 cos11° . . ._V3
a) 08 COSH + sindl smll =cos(41°-11°) = cos30 ——2—M-O,866025
S 2
C08/8°c0833%+5in78%5in33°=c0s(78%-33%) = cos4s = =0,707106.
1824"+ 5321G .
13.145.0) = 1ol 24%71%) — 1945 =
: mtg24"z NG (24421 = 1g45” = 1.
rg34a + zg_zs"
by =2 034506 = o680 = /3
1532019260 9(34%426% =1g60° = /3"
1g124° +rg56° A 5
T tg§240t S0 =1g(124°+567) = tgl80" =0,
13.146.a} - :tgdS.‘?:] : b) .= tg300 - ﬁ ). = Ig'ﬁ@e - \/5

13.147.3) Prema adtcxono} formuli je sin{o+P) = smctcosﬁ + coqasmﬁ
?otreimo Je odrediti cosct i cosf.

£os” awil«msln o, c.,osor:-;i, cos B = —-V']_';m B EME

17
51'11(0{+B) = singcosP + cosasin = l(ml—? )—f——g— _——~4—5+—%-2-—~—]u~“Ti

50 17) 517 85 85 R8s
b} sin(o- )mw__% ' Ty _ 36
B " c) cos(o B) o
R L6 14
JH4E, [g{an{-'ﬁ) M: 5-:——5-m g( ,B}w g0 {éfﬁ m_...._S__ 5 _i_‘f
Irgaroﬁ 1“4“@ 19 §+rgaréﬁ 1+4'§ 20 29
5 5 5
13.149, cod Eogr |12 - 12 «,{E_ _3 osBm
{_2 ] R "2 Plryy = cosb=
12: 12 - 1'30
Be=—— tef =" pela+ Bl=0 §  telo-
s o eler B)=0 0 nla-pl=s
13.130, sin(S(}Ofoi)f:i@:i 13151 “¥N=1 T2 V21-3 13.152 _1
.10 8 . 7
. P
13.153, 1238
34 .

13.154.2) cos75° %_605(45"4.300) = c0s45%c0s30°-5in45°51in30° =
L2 B V2 2lB-1)

B2 2 2 -z 4- -
b) cosl05° "008{60°+45°} cos60°cos45°- smﬁ()"smdr’i"
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RN R B

(SRR

2 2 2. 4
ﬁ-ﬂ
¢)  1gl-75% )= 121459 4 30° w23
) st )l 1200)- 22
, o5
d) cte15® = crglds® —30° )= =2+43.
) £ g( ) 3__@
1.1 3
13.155. rg(oc+ p)= 20186 _ 2 3

1—~tgoirgfB 1

13.156. sinfa—~ f}=sinacos B —cosasinf = 3\/—34“4&@“4‘/— 33_25 1

10 5 10 5 50 2

= o~ =30°
a«/g a—1 a*—~2a+4

13157 rgl— p)=89—t6B _ 4-a V3 (f’a)‘/g 2
1 +1gorgh [, a¥3 a-1 a’-2a+4 J3

4wa— ﬁ 4—q
= o-pB=30"
. y 1—x - x(l#x)Jrlﬁ.x
. N et L
13.158% rp(os p)= S0XIEB dwa o ddx X FL_y
; I—sgangBy_ 1-x Tex-xi-xn) 274
S I+x
=> o+ p=45"

Ako je x<-1, tada su o 1 B negativni odtri uglovi pri ¢emu je o izmedu

-45° 1 -90°. Kako je tg(o+B)=1 v svakom slugaju, to zbir o+ uglova o i B

moze biti samo -135° (-3m/4).

13.159.a) sinlo + B+y)=sinlac+ )+ y]=sinfo+ Bcosy +coda+ B)siny =

= singcos S cosy +cosasin Beosy +cosacos §siny —sinasin Bsiny .
b) cos(u+p+y) = cosucosPeosy - sinusinfcosy - sinocosPsiny -
cososinfsiny.
g + g +rgy —tgatePrgy
—tgatgf —igaigy —1gPrgy
13.160 . Prema a) u -prethodnom zadatku je
sifla+ B+y) =singreosBeosy +cowsinBeosy +cowxrcosBsiny —sinasinSsiny .
izrac“:unavanjem'hepoznatih vrijednosti trigonometrijskih funkeija i zamjenom u

) rgla+B+y)=g

e . 22 72 o N2
navedenu formulu; dobivamo:tosa =—-, cos ff === COSY = ==
, ‘ : 311 Vi1



sinfg++7) =1 xi>ac+ﬁ+y=:g~_
13.161.2) 1 ' b)) -2
13.162. rg(39°+ﬂa)+tg(6“—a) 1+ crg (38° - ﬁ}g(’/”+,8)w
112 39 +a}g(6°—(a) tg(52° + B J-crg (83° - B)
4 1]
19 (300 + 00467 — )+ 117852 +pelr *"ﬁ): o !
( R R & R e

i

= ! =}+1=2
1g45°
1 R
13,163, 5 13.364. 1 13.165.a) sinot b) coso ¢} cos(o-B)
13.166.a) reoctgf b)Y I o) gB 13.167.a) cos2B hy 1

13.168.a) sin33%m67°-cos14°%+c0s37°%c0s23° =
= 5in53°5in67%-cos14%+( cos37cos23°- 5in37%3in23%)+ $1n37°%5in23%=
= 5in33%sin67%-cos 14°+ cos(37°+23%)+ sin37%in23°%=
= ces377c0s23°%+5in37%5in23%-cos 1 4°+cosG0°=
= c0s(37°-23%)-cos 14°4c0s60°= cos14°-cos] 4°4cos60°=cos60°=0,3,

b} sin20°+sin13%sin57°5in33°5in77° = sin20°+s8in13°0s33°-cos] 3°8in33°=

= sin20%48n(13°-33°) = 5in20°+5in(-20°) = sin20°-5in20° = 0.

V3

v 3 ' i . ) 3
e ) 1 13.169.2) b 2
13.170.) 1 b o ) cosfor + ) d) ... =1gd5" =1

cos(a — B)
13,1710 See-f) ' : °
a) sﬁn(a+ﬁ) b} 0 c) —~tg75
13.172.a) 1 b) .= tgd50=1 Q) 1 %—f} 'gi"l
128 4 i4

13.173.2) cos2o-sin20.1g0 = cos ot - sin’o - 2sin’0, = 14sin’a b) 1 ¢} teq
13.174.a) 1 b -te'c

13.175.a) sin(45%+0) = 5,11143 COSCUACOs453°Cos0 = cosd5°cos0+sind 5 sing, =

= cos(45°%-a) o
. 0 ]
13.176.a) sinl5%Hg30%0s15° = gin15° 4 SM30 cos1S
cos 300
0 [5
_ sinl$ cosi3’ +5in30° cost 5° _sin@5” +30°)  sin4s 2 N2 Js
cos3? cos30®  cos30® \/_ f —3— .

T13.177.a) si[{a +ﬁ)§i{(a~¥ B)= (SinOCCOG,B+CO‘USSH],B)(S}HOCCOS]3 co&asmﬁ)

268

=(sinccos BY —;'(c'osasin BY =sin’ & cos® B —cos®arsin® B =
=sirt el ~sint o) ~(1-sid osisf B=sid or-sir asid B +sifosit ﬁ—sn% ,Bp-sn%m»sn% B

sing  cos B

£3.178.4) tga+cigf cosa sin P m_sznas;n-ﬁ +Cos o.eas ﬁﬁ cos{et - ﬁ)

ctgf+ipex - .C-_Gfégm " cosa cos B —sinersin B cosim+ B
sin i cosg : i

. [+1 N I PEE Y SN S s SIS ¢ SR ¢ 4 LA AL s v 4
b} _sm(x——cosa-rgwm2smm.ces*A(co§~ésm it =05 c0ogw —CO§ — Fg— 8N’ g =
ERE 2T S B P A T A R
.2 GC)
. 24 o R
N A . A o Lo o) al 9
= 8in = 0OS - SN — [g — = §if—]| CO§m+5in e fgomr 1= Sifimi COS—+ =
272 272 202 2%2) 22 e
_ L 2
g SO8T -+ sin 5 o 1 o
= 5if - {=8in —: =g —.
2 ; 2 o 2
COs - _ cos
2 j z 2
13.179.2) 1l + B) ~recr 1o =-EE T8 o _1ap =
\ —tgor tgf
_ o +igB - (1~ rgogPlger -+ 1gf) _rger +1gP —tgor ~1gf+rgatpBlisc +r5,ﬁ):
1-1gex tgf !“rga 123
ooty <] o :
g gBligo Tr&ﬁ):rgcx 16 rg(o:+ﬁ),
L—tget rgfB .
1—rga)eosids® — - ' » o )
13.180.b} 01 )("0\(4 (x):} ik -cc)s(450 —a)m;rg(ﬁ‘rfiu :—a)cos(é'fSQ wa):
4o Thfgoe . : .

= sin(45° — )= sinfo0° — (459 + a)}= cos(a5! + )
13.181.b) {etgor +ctgB)oreto+ B)—(cteff — crgaktglo~ B) =
ctgocig b —1 : crg oty B +1
Lo L Aete B — cre o fm— 2
) clgor+ctpfl {ergp - ctgo )crgﬁ 0L
=qcig ocrg f—1~ctgoerg i ~1=~2.

13182, a+;’3+)’:£ = a+ﬁ:%—y = fg(cwﬁ)ﬁrg[%“}’]
_ ' J

{crace +ctgB

s BOHIED o BOHEE T o qoBYey=(-rgargh
L-1gougf ' l-rgorgh 19y =
=> tgatgy+igfigy =1—rgargfl =rgougf i teougy vigPrey = 1.
13.183.  cos'x+cos’(x-0)-2cosxcosocos(x-00'= .
= _COSEX+(C0chosOH—sinxsin()ﬂ)z—ZC.OS){_COS(I(CQSXCO_S_Q% +8INXSIind ) =
L= COSZXw‘-COSQXCOSQ(X+2.COSXCOSOLSiﬂXSinOC-!jSin-EXSiH?"'():{'ZCOSEXCOSE(X
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